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PREFAZIONE

Nel presente quaderno sono stati raccolti gli appunti didattici utilizzati nel corso di
Elementi di Meccanica della Laurea Triennale in Ingegneria Aerospaziale - Meccanica pres-
so la Scuola Politecnica e delle Scienze di Base della Seconda Universita degli Studi di
Napoli, dall’autrice negli anni 2011-2015. Per questo motivo gli argomenti della Meccanica
Razionale trattati hanno carattere essenzialmente elementare e presentati in maniera user-
friendly.

11 pochissimo tempo destinato dai nuovi ordinamenti all’insegnamento di questa materia,
nel caso presente stiamo parlando di soli 6 CFU, non consente il necessario approfondi-
mento e anzi obbliga all’esclusione di argomenti tradizionalmente ritenuti indispensabili. A
beneficio degli studenti sono stati quindi scelti argomenti di carattere essenzialmente prope-
deutico alla Scienza delle Costruzioni e alla Meccanica Applicata quali la Statica e la
Cinematica dei Corpi Rigidi, la Geometria delle Masse.

Il quaderno ¢ corredato da ampi richiami a prerequisiti matematici necessari sia per col-
mare lacune di base, problematica questa molto diffusa oggi, che per fornire quelle nozioni,
solitamente insegnate nei corsi di Analisi matematica II, inerenti le funzioni reali di due o
tre variabili reali, compresa la teoria degli integrali doppi, ancora non appartenenti al baga-
glio di conoscenze matematiche degli studenti a causa della collocazione del corso al I anno,
cosi come previsto dal Manifesto degli Studi di quegli anni.

11 testo ¢ corredato da numerosi esempi ed esercizi svolti, utili per una corretta compren-
sione della teoria.

La stesura del quaderno risente della scuola fisico-matematica fiorentina, in particolare
degli insegnamenti del prof. Demore Quilghini, gia professore ordinario di Fisica
Matematica, con il quale I’autrice ha collaborato, negli anni 1988-1996, per attivita didatti-
che relative alla cattedra di Meccanica Razionale della Laurea Quinquennale in Ingegneria
Meccanica, presso la ex-Facolta di Ingegneria dell’Universita degli Studi di Firenze. Con i
suoi insegnamenti Egli ha trasmesso a varie generazioni di studenti e colleghi la curiosita,
I’interesse e I’entusiasmo verso questa materia che rappresentava e, nonostante i limiti
imposti dal nuovo ordinamento, tuttora rappresenta, per gli studenti di ingegneria, il primo
approccio alla costruzione di modelli matematici per lo studio della realta, attraverso il col-
legamento trasversale e multidisciplinare dei vari strumenti forniti dalla fisica e dalla mate-
matica.

Un caloroso ringraziamento ai Tutor dott. Giuseppe Natalino e dott. ing. Imma Notaro per
la loro preziosa attivita didattica di sostegno al corso.

Giuliana Lauro
Aversa, settembre 2015
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1. RICHIAMI DI ALGEBRA VETTORIALE

La maggior parte degli argomenti trattati in questo corso si basa sulla conoscenza dei vettori nella
loro rappresentazione carlesiana e delle operazioni fra essi. In questo capitolo, per esigenze di
completezza ¢ per fissare le notazioni, vengono richiamate nozioni di base provenienti dai corsi di
geometria e fisica e dalla matematica di base delle scuole medie superiori.

Considerato lo scopo strumentale di questo capitolo, verranno quasi sempre omesse le
dimostrazioni.

1.1 Coordinate cartesiane nel piano

Indichiamo con Oxy una coppia di rette orientate dei numeri reali, mutuamente ortogonali in O,
detta coppia di assi cartesiani di origine Q. Oxy costituisce un sistema di riferimento cartesiano
nel piano: esiste una corrispondenza biunivoca tra punti del piano e coppie di numeri reali dette
coordinate.

Yy 4

I I

A X

11 v

Figura 1.1 Assi Cartesiani nel piano

Nella Figura 1.1, x,y sono gli assi coordinati, O origine, P(a,b) punto del piano di coordinate

aeb e R (insieme dei numeri reali), dove a & la coordinata x (ascissa) di P, misura della lunghezza
del segmento A (distanza di A dall’origine O}, con A proiezionc ortogonale di P sull"asse x;
analogamente per b la coordinata v (ordinata) di P, misura della lunghezza del segmento OB
(distanza di B dall’origine O}, con B proiezione ortogonale di P sull’asse y. Il piano cartesiano &
suddiviso dagli assi in 4 quadranti,

Nel I quadrante le coordinate x e y hanno valori positivi, nel II quadrante le x sono negative e le y
positive, nel III quadrante sia x che y sono negative, nel IV quadrante le x sono positive e y
negative,

10
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Consideriamo ora nel piano Oxy una circonferenza di centro O e di raggio r = 1 (circonferenza
goniometrica).

Figura 1.2 Circonferenza Goniometrica

Ricordiamo che la lunghezza dell’arco AP & per definizione la misura in radianti

dell’angolo AQP = t e quindi la lunghezza di una semicirconferenza, n=3,14... (numero decimale
illimitato aperiodico) & la misura in radianti dell’angolo 180°, /2 sara la misura in radianti di un
angolo retto (90°), 2 s corrispondera a 3607 etc. ..

Quindi, dalla Figura 1.2, poich€ in un triangolo rettangolo, la misura di un cateto & uguale al
prodotto della misura dell’ipotenusa per il seno dell’angolo opposto oppure per

1l coseno dell’angolo adiacente, risulta, essendo I'ipotenusa il raggio unitario della circonferenza
goniometrica:

cos 1= 0Q, coordinata x del punto P,
sen t = PQ, coordinata v del punto P,

(L)
e inoltre
tant=5"t_PQ vy iep
cost  OQ
con

sl<cost<1,-1<sent<l, cio¢ |[cost|=1], |sent|=1
Essendo OP = 1, dal Teorema di Pitagora, vedi figura 1.1, si ha inoltre I'identita notevole:

sent+cost=1 Wie R (1.2}

11



ELEMENTI INTRODUTTIVI ALLA MECCANICA RAZIONALE

GIULIANA LAURO

Per convenzione, gli angoli crescono in senso antiorario e decrescono in senso orario

A
¥
_Bl
// \\
/ ®_ — T 'y

£ 3%

{ I 3
a4l S
(/R — —1a x»

L /o

h,3m 1z ,){’; £
\2
D1

Fig.1.3 Convenzione sul segno

Alcuni utili valori notevoli:

A(1,0) = cosO=1,sen0 =0 C(-1.0) = cosm=-1,senx =0
/4 g 5 3
B(0,1) = cos E =0 sen 5 =1 D(0.-1) = cos E.ﬂr: 0,sen —x=-1

Periodicita di 277 cos x = cos (x+2k7) sen x=sen(x+2kx), Vke R

Figura 1.3 Valori principali di seno e coseno

12
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Esempio 1.1:  Nel rriangolo rettangolo OAB determinare OA ¢ AB sc OB=2¢ o =%
oA=2c0s% =25 L =1, AB=25n® = 2, V3-8
3 2 3 2

Eanche: AB = 0A 1an g oppure QA= ABang

: 2 ] 2
Verifica: QA + AB = 1+3=4 = 0B

3 - s o 2
AB=Tx T Y2 0 _Fe 0!\—\-'3ra|1£—\-'3x1—x+——l
4] 2 [ 2 43

E’ di notevole importanza ¢ utilita per il seguito determinare il valore della distanza tra due punti
P(x1, y1) e Q(x2 . y2) del piano.

F 3
y
W Q(x2 ,y3)
Y-y
v POy [
4 ! X1-Xa
|
H | .
o x X X
Ax

Figura 1.4 Formula della distanza fra due punti nel piano

Denotiamo con Ax = X, — X, l'incremento della variabile x e con Ay = y, —v,; quello della variabile

y che si ottiene nel passare dal punto P(x, ) al punto Q(x, .y, ).
Dal teorema di Pitagora si ha che la distanza tra 1 due punti Pe QQ &;

i 2 2
PQ='\.(X2—XI) +(y:_}/1) (1.4)
In particolare, la distanza di P(x ., v) dall” origine O(0 , 0) vale

PO = ‘\l'l)(z + )’2

13
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Ricordiamo che la pendenza m della retta r passante per P(x; , yi) e Q(x,.y, ) e inclinata di un
angolo @ rispettoallaretta orientatadell'assedellex & data da:

Ay _¥3-¥ . Ay PQsena
m = = (= coelliciente angolare = —=——"—=1ga )
Ax X5 -X% Ax  PQcosu
Poiché, comunque si scelgano i punti P e  su r rimane invariato il valore di m , risulta
¥y

YP(x,y)e ¥, m=

g = y-mx-x)})+tyvi=y=mx+q (1.5)
equazione esplicita diclla retta  (con q = y; —mx;)
Equazione implicita della retta: Ax + By =C
Esempio 1.2
Pendenza della retta passante per A(1,3) . B(9,7) n
m; = ﬂ— Ya= Wi %'} 0 Pendenza positiva, uyﬂ% A.\

AX x,—x

Pendenza della retta passante per P(2.5.8) , Q(6,1) T2
A 2
my = _Y_ oH o — o Pendenza negativa, oy =il 2 X
AX XX 35 2 _u%

Inclinazione della retta: angolo o misurato in senso antiorario a partire dalla direzione positiva
dell'assex, 0° < o <180°

1.2 Trasformazione di Coordinate

a) Traslazione degli assi cartesiani

Dato il punto P(x;, y;) nel sistema di riferimento Oxy, operiamo una traslazione di tale sistema
spostando I"origine O in O’ di coordinate xg, y, rispetto a Oxy. Ci chiediamo quali siano le

LI}

coordinate di P in questo nuovo sistema di riferimento O°x’y’.

4 r
¥ ¥y
P
v O x' N
—»
%
0 %, X1 x "

Figura 1.5 Traslazione del sistema di riferimento cartesiano

14
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Si vede facilmente dalla figura che risulta

X=X -
¥ =¥1-Yo
e anche (1.6)
X =x1"+X,

¥1=¥1"+ ¥

GIULIANA LAURO

Esempio 1.3 Trasliamo gli assi in modo che "origine sia nel punto (3,2), la relazione tra le nuove

¢ le vecchie coordinate dei punti risulta essere

X=x-3
y': }:_3

Cerchiamo I'equazione della retta x =y (bisettrice del 1 e 11l quadrante) nelle nuove coordinate,

poiché risulta
[x=x"+3
1 y=y+2
la retta avra equazione

X'+3=)1'+2 ossia ¥y =x"+1

b) Cambio di scala (SCALAMENTO) nelle coordinate x e y:

consepe R* fattori di scala

ESEMPIO 1.4

®y

wy

x x

15
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Scalamento di una casa con Se 1 fattori di scala fossero stati maggior di 1, la casa

y=—y

: 4
sarebbe stata piti grande e pil lontana dall'origine. Ovviamente con uno scalamento uniforme inx e
in y, le proporzioni rimangono inalterate.

c¢) Coordinate polari nel piano

Un punto P(x.y) del piano pud essere individuato anche assegnando le coordinate polari (p, 0),
dove p & la distanza di P dall’origine,

[ o B ; 3
p=+x*+)° 20, ¢0 &l'angolo che il segmento OP forma con l'asse x.

L'origine O si chiama polo, la semirctta Ox asse polare, p raggio veitore ¢
6 anomalia

v 4 Nel piano Oxy la relazione tra coordinate cartesiane e polari del punto P &:
[x= pcosd
p Py 1 pel0,+e2), 6 € |0,2m)  (1.7)
|y = psent
(0] 0] X, 0 =arctan 2
X

Figura 1.6 Coordinate polari

Osservazioni:
- Tutti i punti dell'asse polare hanno anomalia nulla
- L'equazione polare dell'asse é 6 =0
- Tutte le rette passanti per il pofo hanno un'equazione del tipo: 0 = costante
- Un cerchio con centro nel polo ha un'equazione del tipo: p =costante
- Il polo ha raggio vettore nullo e anomalia indeterminata

d) Rotazione degli assi cartesiani

v P! P Nel piano Oxy le coordinate del punto P siano:
oY p [x=PeosB [0,4<0). Be [0, 20)
ly = psenp

16
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_— : : - 2 Dl 1
Facciamo ruotare il punto P di un angolo g, la nuova posizione sara P, con OP = 0P = p, e le sue
coordinate rispetto a Oxy saranno

x' = pcos(u+ ) = p cosa cos P — p sena sen = x cosw — y sena
yl = psen(u+f)=psena cos - pcosasen B =x sena+ycosa  (1.8)

1
X =X COS0 — ¥ sena (1.9)
¥'=x senu + y cosa

Usando il formalismo della notazione matriciale, poniamo:

( cosu — scna\|

Ay = 1.10
& \senct  cosor (L10)
Ela(1.9) diventa:
! 3
[" Skl ] (L11)
¥l y)
A

A @ detta matrice di rotazione di angolo o.

Equivalentemente: la matrice di rotazione rappresenta una trasformazione di coordinate che mette
in relazione le coordinate di uno stesso punto rispetto a due terne ruotate I’una rispetto all’altra (di
origine comune). Infatti, sia OXY la coppia di assi (in blu) ottenuta ruotando Oxy di un angolo o,
allora se X e Y sono le coordinate del punto P rispetto agli assi O XY, le coordinate di P nel
riferimento Oxy saranno:

Figura 1.7 Rotazione degl assi

x =X coso— Yseno
y = X sene + Ycosa (111 )

17
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X X
(o) o

Nota che la (1.12) diventa, nel caso tridimensionale di rotazione intorno all’asse z:

" cosotseno O

Ay = -sendt coso, 0 (1.12)his
0 0 1

Esempio 1.5

.

(11,48

(5,2
T T S T T S Y B

Rotazione di 45" x =35v2/2 - 202/2 = 2.1 ; y = 5¢2/2 + 242/2 =49
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¢) Rototraslazione degli assi cartesiani: composizione di una traslazione, che porta origine O in
(’(a,b) ¢ una rotazione di angolo o intormo ad O’

P . x=a+X'
\ 1 traslazione 1)
y=b+Y'
X
i con X’ ¢ Y’ le coordinate rispetto alla terna
e traslata OX’Y’ ottenute dalla trasformazione

delle coordinate X, Y rispetto alla terna ruotata

) X'=Xcosu — Ysenu
rotazione 2)

Y'=Xsenu + Ycosa

QUINDI

[x =a+ Xcoso — Ysena

rototraslazione 3) (1.13)

1_)* =b+ Xsenu + Ycosu

WENESY
in forma matriciale = «
y) \b ¥ (1.14)

Esempio 1.6: Sia P il punto di coordinate (1,1) nel sistema 0°X’ Y’ che ¢ ruotato di

T
a= S 2 I ; .
4 e traslato in O°(1,1) rispetto alla coppia di assi OXY. Determinare le sue

coordinate (X, .Y, ) nel sistema di riferimento OXY.
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[ ) _
|—*’p [ +gcos‘.4 sin Iy =%— 1
el 10| sin® x

|siny o5y

Esercizio proposto: con riferimento alla figura dell’esempio 1.6, a partire dalle coordinate
(Xp, Yp ) determinare le coordinate (X'p, Y'p ).

1.3 1T Vettori nel Piano

Distinguiamo tra grandezze scalari, caratterizzate da un solo numero reale, es. la temperatura di
un corpo umano T= 36° C, e grandezze vettoriali, ad esempio la forza peso p = -mgk, che sono
invece individuate oltre che da una grandezza scalare che ne fomisce 'intensita anche da una
direzione e da un verso.

Quindi una grandezza vettoriale pud essere agevolmente rappresentala mediante un vettore

geometrico caratlerizzato da tre elementi:
1) un numero reale non negativo che esprime la sua intensita ( lunghezza o modulo)

2) Una retia che individua la sua direzione
3) Un verso

Con la notazione v=B-A_ con A(a, b}, B(c, d), intenderemo un vettore che ha
come dirczione la retta passante per i punti A ¢ B, il verso da A a B, I'intensita data dalla
lunghezza del segmento AB come in Fig. 1

A

y

4 B

b A

o] a ¢ x”

Fig. 1.8 Vettore v = (B-A)

Definiamo con v, la componente sull’asse x del vettore v data dalla misura della lunghezza
vy = (Xe— X4 ) = (c-a) del segmento ottenuto dalla proiczione ortogonale dei punti A ¢ B sull’asse x.
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Analogamente definiamo la componente v sull’asse y del vettore v data dalla misura della
lunghezza v, = (yc - ya ) = (d - b). Quindi possiamo usare la notazione v(vy , v, ) che, nella Fig. 1.8
corrisponde a v( (c-a), (d-b))
Modulo del vettore v:
|v| = | (B-A) | = lunghezza del segmento AB — (1.15)
~ distanza tra i punti A e B — y/(c— a)” +(d-b)*

Risulta inoltre, dalla Fig. 1.8, per le componenti del vettore B-A:

v, =ABcosu= | (B-A) | cos o= |\| coso =c-a, (1.16)
dove a ¢ l'inclinazione della retta su cui giace il vettore

Vi AB cos (z —a)=ABsena= |\| senu = d-b

Esempio 1.6

B
Mﬂ,l A - Nem
o : \
—_— e
hx=8 3 Ax=35
v|=v8 +4% =445 M=v35+7 =782

ossiamo costruire graficamente il vettore somma di 2 vettori mediante 1 seguenti 2 metodi;
P truire graf te il vett di 2 vett diante 1 seguenti 2 metod

1) Metodo Punta-coda; 1) Metodo del parallelogramma

Nel primo caso, dopo aver riportato sulla freccia di u origine di v, il vettore somma u + v &l
vettore che unisce [origine di u con la punta della freccia di v (metodo punta-coda). Nel secondo,
dopo aver riportato 1 due vettori nella stessa origine, u + v ha origine nell’ origine comune e punta
sul vertice opposto del parallelogramma di lati aventi la lunghezza dei vettori v e u, cioe éla
diagonale di tale parallelogramma (metodo del parallelogramma).
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Nel caso di pit di due vellori si coslruisce una spezzata con i vetlori dati, a partire da un punto
arbitrario del piano, riportando consecutivamente sulla punta del primo la coda del secondo, sulla
punta del secondo la coda del terzo e cosi via.

Posto V)= A]-[}; Vi = Az-e‘\] HA As-Az; Vg = A.‘-A3 HA T As—,A.i HA ,A{,'Aﬁ
risulta

Al—O +A2—A1 + 1\3—.-'\2 e A&‘AS = A(,— O=w (].17)

[ g =2
-
=2

Quindi il vettore somma si costruisce congiungendo 1’origine del primo vettore con la punta
dell’ultimo.

Osservazione: durante tutto 11 testo delle presenti note si converrd che le notazioni v, ¥ | v
siano equivalenti.

Da notare che la notazione del vettore come “differenza di punti” gode delle stesse proprieta
formali delle operazioni di somma e differenza algebrica.

Valgono la proprietd commutativa e associativa come si verifica facilmente.

Esempio 1.7 a+b+c=c+b+a con 1'uso del metodo punta-coda

b
Lo
KAV

Il prodotio di un numero reale, t, per un vetlore v produce un vettore u tale che:

tv=u vettore parallelo a v concorde se t > 0 ( stesso verso) (1.18)
discorde se t <0 ( verso opposto)

t=-1 tv=-v che si definisce opposto del vettore v (1.19)
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Esempio 1.8 Vettori paralleli

llmodulo di tv & |t|volte il modulo di v cioe [t |=| t] ] v |
dove | t] @il valore assoluto del numero reale t

La differenza tra 2 vettori v ¢ u : & la somma del primo con I'opposto del secondo
v-u=v+(-u)

Come si trasformano le componenti a scguito delle operazioni effettuate:

a) Siano v(a;,b1 ) e u (a2, bz )} due vettori nel piano, allora si verifica facilmente che il vettore
somma w = v+ u ha componenti a; +azeb; +ba, clog risulta w (a; +a;, by +bz).

Esempio 1.9
Dati n(6,11) e v(14,7), applicando i1 metodo punta coda, risulta dalla figura che vtw—=u e

e quindi per le componentidi w=u-v: wy=6-14=-8 w,=11-7=4.
Verifica: le componenti di v+w sono 14 -8=6, 7+4=11e cioé u(6,11)

-\?\

BANL Wi vew=u

/ w=u-v
(14,7

b) Per il prodotto di un vettore v(a, b) per un numero reale t, risulta:

tv(a,b) = u (ta, th)

1.4 Rappresentazione cartesiana dei vettori.
Nel piano cartesiano si definiscono due vettori di modulo unitario, molto importanti, detti versori
1) il versore i che unisce I"origine degli assi, punto O (0,0), con il punto di coordinate

(1,0) sull’asse x e quindi risulta |i | = V"(l —0)* +0 = 1, modulo unitario.

2) il versore j che unisce I"origine O(0,0) con il punto di coordinate (0,1) sull’asse v e quindi,
analogamente, |j | =1, modulo unitario
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T i

X

Figura 1.9 Versori degh assi cartesiani i(1,0) , j(0.1)

Ogni vettore di modulo unitario si chiama versore.

Consideriamo un vellore v di componenti (a,b) con origine in O. 8ia u| = ai il vettore parallelo a i

e con origine in () e u, =bj parallelo a j sempre con la stessa origine O, come in ligura sopra,
allora, per 1l metodo del Parallelogramma per la somma di due vettori, nisulta;

v=v(ab)=ail bj (1.20)
corrispondente alla cosiddetta rappresentazione cartesiana del vettore v.

Nota Bene : ai & il vettore componente di v lungo la direzione x
a & la componente di v lungo la direzione x

¢ analogamente

bi & il veitore componente di v lungo la direzione y
b & la componente di v lungo la direzione y

Inoltre , conoscendo l'inclinazione @ di v, risulta per le componenti:

v, =|veos®=a e v, = |ven®=b: (1.21)

[
|v =+a®+ b?
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Esempio 1.10

Siano A( -1,2), B(2, 0) due punti del piano cartesiano, scrivere in forma cartesiana il vettore
B-A=veAB=u

Calcoliamo le componenti:
componente x div = 2-(-1) =3, componente ydi v.=0-2=-2

quindi v =3i-2j

analogamente peru ,siha uw =-3i+2j=-(3i-2j)=-v
cioé we v s0mo vettor opposti,

Esercizi proposti:

1) A(2.-1), B(-1.4) scrivere in forma cartesiana il vettore v = B-A
2)Seu=i-2j,ev=2i+jscrivere v + u in forma cartesiana
3)Se b=

n » 3 . . 3 = . - 3 .
g C Iinclinazione di v, il cui modulo vale 4, calcolare la rappresentazione cartesiana di v

Si definisce Prodotto Scalare tra due vettori v e u, che formano un angolo 8, il seguente numero
reale:

vou=|v||ucos 0 = commutativo v u=u-v (1.22)

Nota che |v|cos & é la componente di v lungo la direzione diu

A
S u
W
5, o 8
proiezione
divsuu Ry
In particolare, risulta per i versorii, j
iti=Ji|li|cosO=1-1-1=1 (1.23)

=i j|cos§—]-l-0—ﬂ
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Dalla definizione risulta che il prodotto scalare tra vettori ortogonali & nulle.

QUINDI

v+

In base a (1.23) nisulta che dati due vettori v(a,b) =ai+b j, u(c,d)=ci+dj
u=(ai+bj) (citdjy=aicitai'dj+bjcitbjdj=ac+0+0+bd=ac+bd (1.24)

Cio¢ il prodotto scalare tra 2 vettori ¢ un numero reale dato dalla somma dei prodotti
delle rispettive componenti.

NOTA: in forma matriciale si ha

A
C .
(a b) [dJ =(ac+bd) vettore riga per vettore colonna

Esempio 1.11
Siano u=i+j e v=i-j

Risulta:

1) u+v=2i

2) v-u=-2j

= VT+1=2=

4Yu-v=(i+j)-(i-j)=1-1=0 = uevsono perpendicolari cio¢ I’angolo

LT
compresotraucy e 5

A

¥y

bj A

¥y
2
.i- Xb o ut+y X’

2
u-v
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Ancora sulle componenti di un vettore

Dato un vettore v =vwyi +vyj, le componenti soddisfano le seguenti relazioni:

i=v-oi, ww=voj
come si verifica facilmente svolgendo i prodotti scalari.

VERSORE di un vettore

Dato un vettore v, il vettore unitario u, avente la direzione e il verso di v (si dice che u ¢il
versore di v), si ottiene dividendo v per il suo modulo:

versv=u = - 1.25
v (1.25),
Esempio
v=itj , w=2(+j)
Verifica: |ll| =1 | i+j| =L.2=1

+d Vi

Quindi posso scrivere v=|v| vers v =|v| |:—| =v|u

1.5 Vettori nello spazio R®

Nello spazio tridimensionale si deflinisce (analogamente al caso del piano) una terna di assi
cartesiani ortogonali [ra loro, Oxyz, con origine O, La terna é orientata in verso antiorario, ciog, un
osservatore con i piedi nell’origine O e la testa sulla freccia dell’asse z vede ruotare I’asse x
sull’asse v in senso antiorario. I punti dello spazio sono individuati dalle coordinate (x.y,z)
|corrispondenza biunivoca tra i punti e le terne di numeri reali|. Oltre ai versori degli assixey,ie
I» denotiamo con k il versore dell’asse z che unisce I"origine con il punto (0,0,1).

i, i, k versori degli assi della terna cartesiana

Fig. 1.24 Terna Cartesiana nello spazio R’
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Consideriamo il punto P(a,b,c) e il vettore ¥ di origine il punto 0(0,0.0) ed estremo P, ¥ =P-0O,
detto vettore posizione del punto P,

Fig. 1.25 P (a,b,0) proiezione ortogonale di P sul piano xy

Graficamente: 1l vettore P;-O, congiungente I’origine degli assi con il punto Py, & la diagonale del
parallelogramma costruito con 1 vettori ai ebj.

Quindi si ha:
P;- O =ai+bj vettore nel piano xy, per la regola del parallelogramma
P.-O= P-P;=ck, dove P:élaproiezione ortogonale di P sull’asse z, essendo ¢ la

coordinata z di P.
Applicando nuovamente la regola del Parallelogramma ai vettori P;- O eck

Fig 1.26 1l triangolo OP,P é rettangolo in P, (P- P;) =ck
Si ottiene la rappresentazione cartesiana del vettore v nello spazio tridimensionale

v=P-0=(P-0)+(P-0)=(P-0)+(P-Py)=ai+bj+ck (1.26)
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Il modulo di ¥ corrispondente alla lunghezza OP e cioé alla distanza del punto P dall’origine, sara
quindi per il Teorema di Pitagora:

M = (B —0) +(B, - 0)* = /(@@ +b)+ ¢ -

Pit in generale, la distanza fra due punti Pi(x,,v1.z1) e P2 (X2,¥2,22) nello spazio, sara

PiPs= | P, _p|)| = \'II(X’J_ = x|): +(¥, - )"|)'3 +(z, 'Z'|): (1.28)

Si estendono facilmente ai vettori nello spazio le regole introdotte nel caso piano (somma,

prodotto per uno scalare, prodotto scalare tra due vettori). Essendo i tre versori mutuamente
ortogonali, risulta

ij=ick=j k=0ci-i=j-j=k-k=1 (1.29)
Quindi Dati v=xji+yvj+z k., u=xii+wvj+zk
Risulta

u+v)=tx;+x)i+tly+y)j+uz ~2z)k, vteR

g uwv=xixatyiytzzn
Nota che: ul=+x, +y, +z, =4u-u

Inoltre, come nel caso piano, risulta per le componenti:
X =v-i ¥ :V'j,Z]:V'k
COSENI DIRETTORI

Siano @, 8,y gli angoli che un vettore v forma con gli assi coordinati x,y,z, risulta allora
dalla definizione di prodotto scalare:

vi=v-i=|v] cosa, v,=v-j=|v|] cosf, v,=v-k=|v| cosye quindi
v=vi+tvejtv,k=|v| (cos@i+cosfj—cosyk) = = (cosaitcosfj+cosyk)

v

cosai+cosfjteosyk| = cosa+cos?f+cos’y  (1.30)
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Che é la ben nota proprieta dei coseni direttori

Xz

V. -
‘3"“\-‘\\

CuS(WE,) = uzy

Fig. 1.27 Coseni direttori

1.6 Prodotto vettoriale

1l prodotto vettoriale tra due vettori, v A u & un vettore caratterizzato dalle seguenti propricta:
1) [v Au|=|v||ulsenf, dove 0 & l'angolo traidue vettori v en (1.31)

2) v A ué perpendicolare al piano individuato dau e v

o sin i

Fig. 1.28 Prodotto vettoriale
Dove:

[u| sen0 = distanza della punta del vettore u dalla retta d’azione del vettore v (1.32)
oanche: |u senf = altezza del parallelogramma formato dai due vettori
[v| Ju| senf = area del parallelogramma

3) v, uev A u formano, nell’ordine, una terna orientata in senso antiorario.
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Dalla 1) segue che il prodotto vettoriale di due vettori paralleli & nullo in quanto se sono

concordi I'angolo & = 0, se sono discordi & =1, / / / /

Dalla 3) si ha che il prodotto vettoriale non € commutativo infatti risulta

u AV ==-¥Vall

Vale la proprieta distributiva della somma rispetto al prodotto vettoriale
tu A (av+bw)=tauav+tbuaw t, 4, be R

Dalle proprieta 1), 2), 3) segue
(1.33)

inj=-jai =k, ink=-kai=-j,jak=-kaj=i

ini =jaj =kak =0

Componenti div Au:

vau=(xji+vij+z k ) x2i +y2j + k) =
nyziajtrxinisak+yxpjait vz Ak +xkaitz yvakaj =

= .y k+(xum+z )itz -z ya)i (1.34)
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Esempio 1.12
Perivettorn v=2i+3j—-k , u=-i+2k
v an=Q2it3j-kya(-i+2k) =
2ina(-1) + 2in2k + 3ja-1) F3j A2k F (K A (H) +F (k) A 2 k=

=0-4j+3k+6i+j=
= 3j+6i + 3k

USO DELLE MATRICI

Il prodotto vettoriale tra due vettori pud anche essere calcolato facendo lo sviluppo del
determinante, secondo la prima riga, della seguente matrice “simbolica™:

ii k
Y A= Xy 7 (1.35)
X3 ¥z 23

=i(yiz2 - z1y2) —i(x122 - Z1%2) + K(X1y: - yiX2)

PRODOTTO MISTO DI 3 VETTORI a.b,c: asb ¢

Dati tre vettori a, b, c & R’ lo scalare a A b - ¢ si dice prodotto misto.
Evidentemente I"operazione di prodotto vettoriale ha la precedenza
sull’operazione di prodotto scalare altrimenti la scrittura non avrebbe senso,
dovendo il prodotto vettoriale agire tra due vettori.

Geometricamente il prodotto misto rappresenta il volume del
parallelepipedo 1 cui tre spigoli sono 1 tre vettort. Infatti possiamo scrivere;
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Volume del parallelepipedo: Area di base per altezza

Area di base =|a||b| senﬂ:|az\b

se in particolare i 3 vettorisono mutuamente ortogenali allorarisulta

; allerzah= |c' costh=c-vers(@aab)

|3=;- e ¥=0 e quindi V=|a|ble

Segue immediatamente che:

* 1l prodotto misto si annulla: se almeno uno dei tre vettori & nullo,
oppure se i tre vettori sono complanari. In questo caso infatti il volume del
parallelepipedo & nullo.

e Se il prodotto misto di tre vettori non nulli & nullo, i tre vettori sono
complanari (condizione di complanarita).

#  Oltre alle propricta conseguenti alle proprieta del prodotto vettoriale ¢ del
prodotto scalare, il prodotto misto gode della proprieta per cui & possibile
scambiare |"operatore di prodotto vettoriale con I'operatore di prodotto scalare:

asbc=abac (1.36)

espressione che risulta facilmente se si calcola il volume del parallelepipedo considerando come
base il parallelelogrammo generato dai vettori b ¢ ¢, anziché a e b. Sviluppando il prodotto misto
mediante I'uso della matrice simbolica si verifica che esso si puo interpretare come lo sviluppo,
secondo gli elementi della terza riga, del determinante costruito con le componenti dei 3 vettori, per
cui si ha:

a,d:a.
anb-c= |bhb.b, (1.37)
CiGC:

DOPPIO PRODOTTO VETTORIALE

Dati tre vettori a, b, ¢ € R* il vettore (a A b) A ¢ si dice doppio prodotto vettoriale. Le parentesi
50n0 necessarie per stabilire un ordine di precedenza tra 1 due prodotti vettoriali.
Sussiste la seguente relazione:

(@arb)ac =(a-c)b-(b-c)a (1.38)

E’ in ogni caso facile rendersi conto che il doppio prodotto vettoriale & un vettore che appartiene al
piano dia e b, in quanto @ A b é ortogonale ad a e a b e il doppio prodotto ¢ a sua volta
ortogonale a @ A b. Quindi deve appartenere al piano di a e b.

alhb

lap bl ©
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La regola mnemonica per sviluppare il doppio prodotto vettoriale & la seguente: si calcola prima il
prodotto scalare del vettore esterno alla parentesi con il vettore pit lontano e si moltiplica lo scalare
ottenuto per il vettore pitl vicino; si sottrae poi il prodotto scalare del vettore esterno alla parentesi
con il veltore pin vicino moltiplicato per il vettore pin lontano
Si verifica facilmente che non vale la proprietd commutativa,

Esempio 1.12

Calcolare I'equazione della retia r in R’ passante per il punto Py e parallela alla direzione del
vettore  ¥(a,b,c)

Figura 1.29  P(x,v,z) Pu(xa,vo,z0) sono 2 punti della retta » parallela a v

Consideriamo una retta passante per un punto Py in R e parallela al vettore v.
Un generico punto P sulla retta a distanza |t v | da Py, con te R, soddisfa la seguente relazione

(P-O)=(Pg-O)~tv.te R (1.39)
(regola punta-coda della somma di due vettori con punti di applicazione non coincidenti)

v veltore direzione della retta, tv multiplo di v, tv vettore parallelo al vettore v.
Uguagliando le componenti dei vettori nella (1.39) si ha;
X =xp—at
¥ =yotbt (1.40)
zZ=zZptct
Che sono le Equazioni Parametriche della retta di direzione v (di coseni direttori a,b,c).

Quindi,sea#0,b#0,c#0s1ha

3
a b c
ciog X=X = ¥—Yy —Z—% (1.41)
a b c
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Che sono le Equazioni cartesiane della retta di direzione v (di coseni direttori ab,c).

Altro metodo:

Preso un terzo punto Py della retta, deve risultare
{ P-Py) A (Py-Py) =0

¢ quindi...

Esempio : Scrivere le equazioni parametriche e cartesiane della retta passante per Py(5,-6,2) e
parallela al vettore v = 3i + 12j -8k

Jx:5+31

y=-6+12t R NG
3 12 -8

_z=2-8t

Esempio 1.13

Equazione del piano in oot

Un piano nello spazio pud essere individuato da un punio e da un vettore ortogonale al
piano stesso o, equivalentemente, da tre punti appartenenti ad esso (per tre punti passa

uno ¢ un solo piano).

Py (%0, %o, Zo)e piano, n( a, b, c) un gualsiasi vettore ortogonale al piano (ortogonale a tutte
le rette del piano), P(x,y, z) generico punto del piano

(P-Py) giace sul piano ¢ quindi & perpendicolarc an

cioé n- (P-Py)=0
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QUINDI
(ai +bj +ck)[(x—xp) i+t (y—vo)j+(z—z) k]=0
a(x — xg) T b(y —vo) + ¢(z — 2y) =0 Equazione del piano (1.42)
oppure ax tbytcz=d , d=axy t byy I czpy

sed=0 , ax + by + cz = 0 equazione di un piano passante per |'origine
Esempio 1.14: Scrivere I'equazione del piano passante per il punto P,(-1.2,1} e perpendicolare al
vettore n (-1, 1,0)
Sl(x-(-1) + UWy-2) + 0(z- 1) = Ax+1) + (v-2)=0= x+y=3
che rappresenta un piano passante per il punto (-3,3) e parallelo all’asse z
Oppure: dati due altri punti P e P; appartenente al piano, prendendo n = (P-P, JA(P2-P1), risulta
n - (P-Po) = (P-Py JA(Py-Py) * (P-Py) =0

e quindi si pud usare lo sviluppo della matrice 3x3 relativa al prodotto misto di tre vettori, come
visto in precedenza.

1.7 Momento di un vettore applicato rispetto ad un polo
Negli esempi fin qui visti sono stati considerati due tipi di vettori;

1} Vettori liberi, quando non & specificato 1l punto di applicazione. Di conseguenza ad
uno stesso vettore corrispondono nel piano oo 2 (infinit1 alla seconda) segmenti orientati
aventi la stessa direzione, lo stesso verso, la stessa direzione (uno per ogni punto del
piano),

Vettori Applicati, quando & specificato il punto di applicazione A . Di conseguenza il
vettore ¢ univocamente determinato dall’unico segmento orientato che ha origine nel
punto considerato. Cioé tra tutti 1 vettori liberi che hanno lo stesso modulo, direzione e

2

—

verso (uguali fra loro) ne consideriamo solo uno, quello applicato in A,
3) La coppia ordinata (A,v) definisce il vettore applicato v con punto di applicazione A,

s
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S$i definisce momento del vettore v applicato nel punto P rispetto al polo O, che indicheremo con
M(O), la seguente espressione:

M (O) = (P-O) Av (143)
M (0) vettore libero

Con riferimento al paragrafo 1.6, si ha:

s
Fig. 1.30 Momento di un vettore applicato
1 modulo del vettore M(OQ} & | M (O) | = |[(P-O)| |v | sena= h|v| , (1.43);

h =|(P-0)| sene. = braceio = distanza di O dalla retta r passante per P e con direzione di v detta
retta di azione di v,

11 punto O viene anche detto centro di riduzione.

Se il vettore applicato rappresenta una forza, I’effetto del momento di una lorza é sempre quello di
produrre una rotazione attonao al polo:

Fig. 1.31 Rotazione intomo al polo
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Esempiol.15: Suun corpo fissato al punto O agisce una forza F applicata nel punto A a distanza
10m dal punto O, il cui modulo vale 10N, inclinata rispetto all’asse orizzontale x di un angolo
o= 30° Calcolare il momento di F rispetto ad O, riferendosi alla coppia di assi cartesiani con
origine in A

A(D,0), O(-10,0)

M (0)=(A-O) A F ,(A-0)=[0-(-10)]i = 101,
F=F:i + Fyj] = [Flcos30°i + |F|sen30°j= lOﬁH.mlj: 5.3 i+5j
2 2
Quindi
M (0) = 10i  (53i+5)= 50k
direzione ortogonale al piano xy, verso uscente dal piano.
Esempio 1.16
Sia F un vettore applicato nel punto A e O un polo fissato.
Verificare che M (O) non varia se si sposta il punto di applicazione del vettore F lungo la sua retta

d’azione nel punto A’

0

A

Sia A’ un punto sulla retta di azione di F e trasliamo il punto di applicazione A in A°,
aggiungendo e sottraendo A’ in (A-O), risulta;

A-O=(A-A"}+(A-0)
Quindi: M(0) = (A-Q) A F =[(A-A)+(A-0) A F = (A-0) A F

essendo (A-A’) A F =0 perché i due vettori sono paralleli.
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Esempio 1,17
Verificare che M (O) non varia se si sposta il polo O su una retta parallela a F.

Sia O’ un polo sulla retta per O e parallelaa F

A

Come prima, aggiungiamo ¢ sottraiamo O in (A-O7), risulta:

(A-0%) = (A-0) + (0-0")

Quindi: M(O’) = (A-O") A F = I:(A-O}+(O-O’)] AF = (A-O)AF = M(O)

Essendo (Q-0°) AF =0 perché i due vettori sono paralleli.

NOTA: Negli Esempi 1.16 e 1.17

1) Abbiamo usato la a algebrica dei punti rappresentativi dei vettori

2)Abbiame applicato la tecnica di scomposizione di un vettore secondo due rette complanari ¢
concorrenti in un punto (metodo punta-coda).
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2, SISTEMI DI VETTORI APPLICATI

La teoria esposta in questo capitolo potra sembrare ad una prima lettura molto astratta ma in realtd,
come si vedra nei capitoli 3 e 4, 1 risultati e le tecniche adoperate hanno ricadute fondamentali nelle
applicazioni a problemi concreti della Statica e della Cinematica dei Corpi Rigidi,

2.1 Risultante ¢ Momento Risultante, Asse Centrale

Si definisce vettore applicato la coppia ordinata (P, ¥), dove P & un punto del piano o dello spazio
€ v un vettore con origine in P. Consideriamo un sistema S ={(P,, v),i=1.2,..n}di n vettori
applicati, si defimsce risultante R del sistema 1l vettore libero

i

R= 2V (2.1)

=]
e momento risultante rispetto ad un polo O il vettore libero M(O), somma dei momenti dei singoli
vettori

M(0) = 5(B-0)Av, = ¥ M(0), 22)
i=1 Fe].

Estendendo al sistema S i risultati degli Esercizi 1.16 ¢ 1.17 del paragrafo 1.7 del Cap.1, otteniamo:

1) Se facciamo variare i punti di applicazione dei vettori lungo le loro rette d’azione, i singoli
momenti non variano ¢ quindi il momento risultante non varia. Infatti, siano P’;i nuovi punti di
applicazione, si ha:

P-0=(P-P4) + (P,-'-O)_, con P'; sulla retta d’azione di v .

(metodo punta-coda per la somma di vettori)

Essendo (P;- P’;) parallelo a v, risulta

n '
2P = B A=
i=1

¢ quindi si ha
MO) =3 (P, -0 )av,
i=1
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In particolare se tutte le rette d’azione dei vettori sono concorrenti in uno stesso punto P avremo,
traslando tutti i punti P; in P (Teorema di Varignon)

M(0)=3(P.~0) v, = X(P-O)A v, = (P—O)f\%"‘i: P-O xR
i=1 i=1 i=1

ciog il momento risultante del sistema del vetton rispetto ad O coincide con il momento del
risultante R pensato applicato in P.

2) Dati due poli O e O si ha la seguente relazione:

M(0%) = M(0) + (0-0) » R (2.3)

legge di variazione del momento al variare del polo

come si verifica facilmente usando la scomposizione usata nell’Esercizio 1.17 del paragrafo 1.7 del
Cap.1:
Pi—0'= (P -0) + (0-0")

P,
& (metodo punta — coda per la somma di vettori)
o o

M@O)=3[(P,-0 )+(0-0)Av;=M©)+ O -0 WTv,=M©)+ (O -0 WR
1

=1
CONSEGUENZE:

1) Come nel caso di un solo vettore, dalla (2.3) risulta che il momento & invariante se il polo si
sposta su una retta parallela al risultante -

2) Si verifica immediatamente che se R = 0 allora M(O) é invariante al variare di O, cioé si pud
parlare di momento prescindendo dal particolare polo.

(Vedremo che cio si verifica nel caso delle Equazioni Cardinali della Statica dove, infatti,
scegliamo il polo che pin ¢i conviene ai fini del calcolo delle reazioni vincolari.)

Esempio 2.1
Coppia di vettori (A, F2) (B, F), F1=-Fz , F1.F;=0_, M{O)=(A-O)n F; -(B-O)a F =

= =(A-B) ~ F:. indipendente da O

-
A

Fl b = braccio della coppia

Dalla (1.31) del Capitolo 1 si ha: |l\ﬂ — (B-A]| |F2|56118= b|F2|
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Da notare che per una coppia di vettor risulta R=0 e quindi 1l momento & indipendente dal polo,
come dimostrato sopra.

INVARIANTE SCALARE, INVARIANTE VETTORIALE
Come abbiamo visto, possiamo sempre scomporre un vettore in due vettori componenti lungo due
direzioni assegnate, in particolare, possiamo scomporre, M(0O), come in Figura 2.1, rispeltivamenle, in

un componente M, paraliclo ad R ¢ in uno M, appartenente ad un piano n* ad esso normale
(ortogonale).

E*

tal

Figura 2.1 Scomposizione del momento risultante M(O) - il piano ©* & ortogonale ad R

Quindi

M(O) = M,(O)+ M,(0)
I Proprieta:

Tl componente del momento, M, parallelo alla direzione di R non varia al variare del
polo.

Infatti, dalla (2.3), se R£0, essendo il lermine di variazione, (0-0°) ~ R orlogonale al
vettore risultante R, moltiplicando scalarmente per R risulta:

invariante scalare M(O)-R=M(O)-R ¥ polo O (2.4)

in componenti risulta
trinomio invarianic M, R +M R +M_ R, =costante
x s 3 = R . :
Quindi, essendo per la definizione (1.25), versR = @ il versore del vettore risultante R,

possiamo definire 1" invariante vettoriale M come il componente di M(O) nella direzione di R,
vedi (1.23),, dato da:

M(0), = M(0), vers R [Mﬁg R, |§| M S)RR = M(0"), versR=M,(0") (2.5
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comundque si scelga il polo O’.

Dove M(O), = .\1(0)-% é la componente di M(O) lungo la direzione orientata di R,

I Proprieta
ASSE CENTRALE

Dalla relazione
M(0) =M+ M,(O)

sostituendo M(O) nella legge di variazione del momento al variare del polo (2.3) si ha
M(O’) = M, +M,(0) + (0-0°) » R (2.6)

Vogliamo ricercare se esistono punti dello spazio, O, tali che M(O") si riduca alla sola parte
parallela ad R cioé tali che M,(O°) = 0 e, quindi, M(O") =M,

E cioé, dalla (2.2), punti che soddisfino I'equazione:
MO} + (0-0") ~» R=0 2.7

Si dimostra che il luogo dei punti O’ che soddisfano tale equazione é una retia, detta
ASSE CENTRALE, con le seguenti proprieta:

a) é parallela alla direzione del vettore risultante R

b) appartiene ad un piano ortogonale ad M,(O) e su cui giace R

c) passa per il punto A del piano soddisfacente Ia relazione

R AM(0)

A-0)=="7 (2.8)

Scegliendo O come origine di un sistema di riferimento, si ha quindi per le coordinate
cartesiane del punto A:

.o R,M, -R,M, RMCRM, RM, -RM,
R2 R2 1 SA R?
My(0) n
A O as=E :=_\TR_.u_E

Fig. 2.2 Individuazione dell’asse centrale con R e M, giacenti sul piano 7t
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DIMOSTRAZIONE
Bisogna studiare I’equazione vettoriale

M,(O) = (0’-0) ~ R nell'incognita (O°-0), (2.9)
Moltiplicando scalarmente sinisira e a destra per (O’-O), risulta

My(O) (0’-0)= (0’-0) A R «((’-0) =0

E’ evidente, quindi, che il vettore (O’-O) sara su di un piano 7 ortogonale ad M,(O) e su cui
giace R.
Inoltre notiamo che s¢ A ¢ un punto di &, diverso da O°, appartenente ad una retta parallela

ad R e passante per 0, risulta:

M,(0) = (0-0) A R =(0-A+A-0) AR =(A-0) AR (2.10)

con (A-O) sul piano @ e (A-O) perpendicolare ad R.

Graficamente si ha la Figura 2.2 dove si & scelto O sulla retta per R ¢ la terna ortogonale My(O),
(A-O), R risulta levogira.

NOTA Il fatto che R ed M sono vettori liberi ci consente di rappresentarli come nella figura applicandoli in O.
Il momento rispetio ai punti dell’asse centrale ha il modulo minimo rispetto ad aliri punti non apparienenti ad esso.

E” evidente che tutti 1 punti 0" su una retta parallela ad R e passante per il punto A soddisfano
I'equazione (2.8): tale retla si chiama asse centrale.
Per la ricerca analitica di questa retta basta determinare quel punto A tale
(A-0) A R=M,(0) e (A-0)-R =0 (2.11)
A tale scopo, moltiplichiamo vettorialmente a destra la prima delle (2.11) per R;
(A-O) A R A R=M,0) A~ R
Ricordiamo la (1.38) del Cap. 1 (regola del doppio prodotto vettoriale):

pAaviaw=(u-wv-(v-w
Quindi risultera

M, (O) ~n R =- R® (A-0)  essendo (A-O) R =0

¢ le coordinate del punto x4 vac zadi A soddisferanno la seguente equazione

M"(CI){];\R = RAMLI0) w B N,"O) ,essendoR AM =0

(A-0)= R R
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Cioé, in componenti

Xy = RyMZ 'RZMY W= R.M, -RM, 7,= RxMy B Rva
RZ : RZ » f R2

Fine dimostrazione.

QUINDI: L’asse cenirale & la retta passante per il punto A e parallela ad R i cui punti ()’
hanno Ia proprieti che il momento risultante rispetto ad essi si riduce al solo componente
parallelo ad R, cioé, si ha che M(O’)=M,, V O’ € asse centrale,

Per determinare I’equazione di tale retta osserviamo dalla Fig. 2.2 che, preso un generico punto
O’(x,y,z) sull’asse centrale, risulta

(0-A)=/R ¥V numerorealef (2.12)
da cui, assunto 0(0.0,0) come origine del sistema di riferimento, possiamo scrivere:

(0-0+0-A)=(R

It R equazione dell’asse centrale (2.13)

ecioé  (0-0)=(A-0) 1 {R= %

NOTA
Avendo dimostrato I'esistenza dell’asse centrale, un altro modo di ricavare I’equazione di tale
retta consiste nell’osservare che per un generico punto P(x,y,x) su tale retta, risulta

M(P)=M, =t R cont numero reale
corrispondente alle equazioni scalari:

M, (xy.z) MJxyz) M, (xy.z2)
R, Ry R,
corrispondenti alle equazioni di due piani la cui intersezione & la retta asse centrale del
sistema.

NOTA BENE

1.’ asse centrale & la retta luogo geometrico dei punti dello spazio, che

presi come poli di riduzione, rendono il momento risultante M(O) di minimo modulo oppure
nullo.

Infatti, per un qualsiasi punto O, il modulo del vettore M(O) & dato da

e r————
[M(O) =/M;, +M(0);

che quindi assume valore minimo solo se O appartiene all’asse centrale dove risulta
B— f
Ma(0)=0 ¢ quindi [M(O) = /M} =|M

- 3 =P,

45



ELEMENTI INTRODUTTIVI ALLA MECCANICA RAZIONALE

GIULIANA LAURO

OSSERVAZIONE. Come vedremo in seguito, la teoria dei vettor1 applicati trova una delle sue
principah applicaziom nella Statica dei corpi rigidi. In questo capitolo della meccanica 1 vettori
applicati in gioco sono le forze direttamente applicate (per es. 1 carichi) ¢ le reazioni vincolari
esercitate da appoggi, incastri, strutture di sostegno che, insieme ai momenti risultanti, concorrono a
mantenere in equilibrio un corpo. Ci sono percio delle evidenti ragioni di convenienza che
conducono a ricercare le condizioni per le quali si rendono minimi gh effetti delle sollecitazioni a
cui le strutture di sostegno vengono sottoposte. Ora in un sistema di vettori applicati 1 vettort
principali sono R ed M(O): di questi due il primo & fissato una volta che si sia assegnato il sistema
di forze mentre M(O) & variabile in dipendenza del polo. Ecco quindi perché é importante ricercare,
se esistono, dei punti che presi come poli di niduzione rendano minmimo 1l modulo del momento e
quindi I’effetto di rotazione da esso prodotto.

Esempio 2.1 Calcolo momento risultante, invariante, equazione asse centrale

Dati 1 vettori
v =21-3) +4k applicato in P((0,0.1)
vo=1-k applicato in P5(1,-1,0)

a) caleolare 1l momento risultante rispetto al punto 0O(0,0,0) e rispetto al punto 0°(0,0,1)
b} trovare I'invariante scalare ¢ I'invariante vettoriale

¢) verificare la legge di variazione del momento

d) determinare I’ equazione dell” asse centrale

Soluz.
1) MO)= Y (B, —0)Av,=(P, —0) AV, +(P,-O) AV,
1

Pl—O—k 5 Pz—o_ i—j

quindi, servendosi della matrice simbolica si ha

ik
k AQi-3j+k)= [0 0 1=31+2
2 -3 4

(i-j)aii-k)=j+k+i

Dunque
M) = 3i+2j+j+k+i=41i+3j +k

Poiché O coincide con P; allora si ha

M@= i (P -0 yv,= (P,~0" v, = (i-j-kh (i—k)i+k
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b) Ci occorre calcolare il vettore risultante R
R=w + v;=2i-3j+dk + i-k = 3i-3j+3k
per calcolare I'invariante scalare, 1 = M{(O) + R , come scgue:
MO)-R=(4i+3ji +k) (3i-3j+3k)=12-943=6
M(O)-R=(i+k) - (Ri-3j+3K)=3+3=6

ciog, abbiamo verificato che al variare del polo varia il momento risultante ma I'invariante scalare
resta uguale.

invarianie vetioriale M, (0)=M |{S= Rp = 26? (3i-3j-3k)= i (i-j-k)

¢) Dobbiamo verificare
legge di variazione del momento M(O”)=M(O) + (0-O) ~ R

(O-O)AR= -kA(3i-3j+3k)=-3i-3j

e quindi
M(O)=4i+3j +k-3i-3] =i + k uguale al valore calcolato sopra

d); Se P (x,y.z) é un punto generico dell’asse centrale, per calcolare I’equazione di tale asse
possiamo imporre che M(P) sia parallelo ad R e cioé, M(P)=3 R, A numero rcale.

M(P) = (Pi=P)a 1 +(P2=P)a ¥y =(4-3y32) i + 3 + 3x -3z) | = (113x73y)k
e quindi risulta

4-3y—3z 3+3x—3z 1+3x+3y
3 -3 3

equazioni dell’asse centrale (2.14)

4-3y—-3z=-3-3x+3z=1+3x+3y

Corrispondente alla reita intersezione dei due seguenti piani (i punti P di una retta r nello spazio
corrispondono alle soluzioni di un sistema lineare compatibile di due equazioni nelle tre incognite x, ¥ ¢ z).

+3x—3y—6z+7=0
—6x—3y+3z-4=0 (2.15)
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Verifichiamo che essi non siano paralleli utilizzando il teorema di Rouché-Capelli;

(+3-3-6) +3-3-6+7
A= B =
—6-3+3 \—6-3+3-4

Si verifica facilmente che la matrice dei coefficienti A ¢ la matrice completa B hanno lo stesso
rango uguale a 2, il sistema ¢ quindi compatibile ¢ ammette infinte soluzioni che dipendono da una

incognita libera.

d); Verificare il risultato ottenuto al punto ), utilizzando ’equazione dell’asse centrale

(P_o)=w) IR
R
i ]
RAM(O)= |3 -3 3=-12i+9j+21k
4 3 1
(P-0)= RO PR, (3i -3j + 3k)
27
x:£+3r l{)\+—):f
27 3709
9 1 1
=—-3 ——(y=-)=t
Poos U3
21+“,r .I( V=t
Z=—=+3 —(z=—)=
27 3

4 1 7
(-T+§) = —(_‘v’—g) = (Z_E)

x+y+l=l')

i (2.16)
¥—z+—=0

9

Quindi, come prima, [’asse cenirale sara dato dall’intersezione dei due piani (2.16).
Verifichiamo che essi rappresentano la stessa retta (2.14).
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Scegliamo per 'incognita libera z il valore zero. La soluzione di (2.16) corrispondente a z=0 &

10
y=+—
. 9

Il
x=—-—

9

Essa risulta essere soluzione del sistema (2.15). Infatti, con z=0 il sistema diventa

[+3x-3p+7=0

|—6x-3y—4=0

i B 3 : 11 10 ;
E si verifica immediatamente che x =— 5 e y=+ 5 é soluzione,

2.2 Invariante Scalare Nullo

Essendo M(O) =M, + M,(O). nel caso in cui il componente M, sia nullo (sc vale per un polo
vale per tutti!) allora rispetto ai punti O* dell’asse centrale ( per i quali
M,(07) = 0), nisulterd M(O") =0 ¢ quindi I'invarante scalare I = M(0”) - R & nullo.

Quando cid aceade?

@) quando le rette di applicazione dei vettori sono concorrenti in un punto P:
in tal caso infatti, per il teorema di Varignon, il momento & perpendicolare al risultante in quanto

M(O)= Z(P‘ —0)av,=(P-0)AR equindi M, =0 e M(O)=0 ¥ (O < asse centrale (I=0)

1=l
b) quando i vettori sono tra loro paralleli con R £ 0:

sia u il versore della comune direzione e t;, 1=1, 2, ...n, gli scalari taliche vy = tju
denotino gli n vettori applicati in Pj, 1,0 se v; & equiverso a u, <0 in caso contrario, allora
risulta

R:Ztlu:m cont:Ztl (2.17)
=l =1

n i

M©)= D). (P—0)Av,=> (P-0O)atu =D (P -O)]au (218

i=l i=1

Cioé, il momento risultante & perpendicolare alla direzione comune u del risultante R dei vettori ¢
equindi Mp=0 ¢ M(O')=0 %O e asse centrale (I1=0)

¢) quando i vettori sono complanari ed il polo O appartiene al piano comune

in tal caso infatti il risultante R appartiene al piano comune dei vettori, il momento di ogni
singolo vettore ¢ ortogonale al piano e quindi lo & anche il momento risultante (Invariante nullo).
(Vedi ad esempio il caso delle forze attive e vincolari agenti su una trave nel piano)
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QUINDI in questi 3 casi, essendo Mp=0, risulta M(O)=0 se O appartenente all’asse
centrale.

Esempio 2.2
Dati 1 due vettori

I=

(]

-i applicato in Py(-1,0)
L

w=-2i+j applicato in Pz(0, 1)

a) Verificare che I'invariante scalare € nullo
b) Determinare I'equazione dell’asse centrale

Soluz.

a) essendo 1l sistema dei due vettori piano 1l momento risultante sara ortogonale al piano da essi
individuato ¢ quindi al vettore risultante R = -i. Scegliendo come polo il punto P, si ha:

M(P; )= (P2-P)) Amy=(i+j) N-2i 1 j)=k+ 2k =3k
I=M(P ) R=3k -i=0

b) Essendo M (O)= 0 con O(x,y) appartenente all’asse centrale, si ha:
|\'1(0)—(P1-0) -Al.ll + {PQ—O) AU; =0

quindi
[ (-1-x)i 4=y j] A=) + [-x 1+ (1-y)i] A (2i+j) =0

Che fornisce per I’asse centrale la retta v =3 (parallela ad R come deve essere).

2.3 Sistemi equivalenti. Sistemi equilibrati
Siano S=(Pi, vi) e S=(Py, vj") 1= 1.2,..n; j=1.2,.m, due sistemi di vettori applicati, non
aventl necessariamente lo stesso numero di vettorl (n/m).
DEFINIZIONE 2.3: S e S™ sono tra loro equivalenti se risulta
R =R’ e M(O)=M*(0), O polo fissato (2.17)
Nota Bene. L'uguaglianza dei Risultanti implica che in realta la definizione di equivalenza non

dipende dal polo scelto. Cioé, verificata I'uguaglianza dei momenti rispetto ad un polo, essa risulta
verificata rispetto ad ogni altro polo.
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Infatti, dalla legge di variazione dei momenti:

per il sistema S si ha: M(O")=M(O) + (0-0) A R
per 8’ si ha: M(O')=M'(0) + (0-0") A R’

Quindi , essendo R=R’ e M(0) = M’(0), risulta M(O")=M*(0"), ¥ O’ e R’

Segue dalla definizione e dall’equazione dell'asse cenirale che 2 sistemi equivalenti hanno lo
stesso asse cenlrale

Ogni sistema di vettori applicati ¢ equivalente al sistema costituito dal proprio risultante R
applicato in un punto qualsiasi O e da una coppia di momento M(O).

Infatti: sia S un sistema con risultante R e momento risultante M{O) rispetto ad un polo O e sia 8’
un sistema costituito dal vettore R applicato in O e da una coppia di vettori di momento M(O),
evidentemente risulta che S e S” sono equivalenti in quanto:

§'=1(0, R) + coppiadi vettori (A, v ), (B, - v) di momento M(0)], per cui risulta

R'=R+v—¥=R e M(0)=(0-0) AR +M(0) = M(O), cioe S e S’ sono equivalenti.

CASI Particolari_di Sisiemi_Egquivalenti

a) S’ ottenuto facendo scorrere i vettori di S lungo le loro rette d’azione é equivalente S
(ricordando che il momento non varia se faccio scorrere un vettore lungo la sua retta d’azione)

b) Se i vettori di un sistema S sono concorrenti in uno stesso punto P allora il sistema
§*'= (P, R), costituito dal solo vettore risultante applicato nel punto P di concorrenza, &
equivalente ad S.

Infatti: dal Teorema di Varignon per S risulta M(P) = ( P-P) #A R =10 e per §’ risulta
M'(P)-0
Quindi

R=R’e M(P)=M'(P)=0

(Nota che questa proprieta di equivalenza si applica quando si scompone una forza applicata
secondo le 2 componenti ortogonali, come accade nelle equazioni cardinali della statica per le
travi in un piano)

¢) Ilsistema S costituito da vettori applicati paralleli con R #0 ¢& equivalente al proprio
risultante applicato in un punto dell’asse centrale:

Infatti: sia S = (P, t u )il sistema di vettori paralleli con direzione comune u,
R=( %t )u=tu, cont=TXt . il vettore risultante, come visto in precedenza. Per un punto O
i=l i

appartenete all’asse centrale risulta M(O) = Mp= 0 [ in quanto M,(O) =0 per O € asse e M,=0
essendo M(O) = i(P‘ -0)Av = [i'u (P, —O)]~u ortogonale ad R].
i=l i=1
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Sia 8’=(0,R),0 € assecenirale ¢ R =( D t, Ju=tu. RisultaM'(0)=0
i=l1

Quindi si ha:
R=R’ e M(O) = M’(0)= 0

¢)pis Con ragionamenti analoghi si ha che un sistema piano di vettori applicaticon R £0 ¢
equivalente al proprio risultante applicato in un punto dell’asse centrale.

Come si verifica facilmente osservando che 1l vettore risultante giace nel piano dei vettori ¢ che
il momento nisultante & ortogonale a tale piano (I=0).

Da notare che nei casi b), ¢) e ¢)y,;s il sistema S & equivalente ad un unico vettore applicato in
un punto dell’asse centrale,

NOTA 1 Neicasiincui ¢ R+ 0eM,# 0, cloé invariante scalare non nullo, non ¢ detto che il
sistema S sia equivalente al sistema S’ costituito da R applicato sull’asse centrale. Infatti per S
risulta M(O) = M, , con O un qualsiasi punto dell’asse centrale, mentre per 8 risulta M{O)=0
rispetto agli stessi punti e quindi S ed 5° non sono equivalenti avendo momento diseguale
rispetto ai punti dell’asse.

Bisogna aggiungere una coppia di veltori, posta in un piano ortogonale ad R, che generi M e
non altert R. In questo caso esistono infinite coppie di vettori (A, v ), (B, -¥) tali che

(A-B) A v=M, (2.18)

In quanto le (2.18) sono 3 equazioni scalari in 9 incognite fornite dalle coordinate di A, diB e
le componenti di v. Possiamo sceglicre a piacere le coordinate di A (e possibilita) , le

coordinate di B apparterranno al piano passante per A ¢ ortogonale a M, (=" possibilitd) ¢
dunque (A-B) parallelo ad R, perla (2.18).

Seinvece S ha R =0 (non esiste I'asse centrale) ma M(O) # 0 allora il sistema $* costituito
da una sola coppia di momento M(QO) ¢ equivalente ad S ¥ polo O. Da notare che anche in
questo caso I'invariante scalare é nullo.

DEFINIZIONE 2: Un sistema S di vettori applicati si dice equilibrato se ha risultante R=0
¢ momento risultante M(Q) =0
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Esempio 2.3 Un semplice esempio di sistema equilibrato é una coppia di braecio nullo

Un corpo soggetto alla applicazione di due forze uguali e contrarie, aventi differenti rette d'azione,
per raggiungere una posizione di equilibrio tenderd a ruotare fino a che le due forze non avranno la
stessa retta d'azione.

M F2

Esempio 2.4
Un altro esempio di sistema equilibrato & fomito da un Sistema di vettori concorrenti in un
punto ¢ a risultante nullo (per Varignon)

NOTA Si pud passare da un sistema ad un altro equivalente attraverso 4 operazion, dette
elementari, che non alterano né il risultante né il momento risultante:

1. aggiunta e soppressione di una coppia di braccio nullo
2. sostituzione di pin vettori con il loro risultante applicato nel punto di concorrenza e
viceversa

Esempio 2.5 Traslazione trasversale di un vettore ¥ applicato in P, su una retta r, in uno v,
parallelo e applicato in un punto P* su una retta »' parallelaad » : S = (P,v) , 8'=(P",v)

r r E’ evidente che i due sistemi S e §” non sono equivalenti.
P P’ Non hanno lo stesso momento, ad esempio, rispetto a P, Quindi questa
v v traslazione fa nascere un momento. Per ottenere [’equivalenza

aggiungiamo una coppia di braccio nullo.
Nuovo sistema: S =[ (P,v)+ coppia (P*, v), (P’, -v)]
equivalente a S =(P.¥).
F »' Mo cosi traslato il vettore (P.¥) in (P", ¥)
-~

-y

¥P 1 o
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2.4 Riepilogo sull’equivalenza

Sia 8 =( P;, v; ) un sistema di vettori applicati e R il relativo risultante, si presentano le
seguenti possibilita di equivalenza:

_ M{0O)=0 Sistema S equilibrat o
- M(0)#0 Sistema S equivalentead una coppia

M, =0 Sistema$S equivalente ad R applicatoin un punto dell'asse centrale.

Ad esempio nel caso di vettori concorrenti, paralleli, complanar

HEh M(O)# 011 sistema S s1 riduce a R, applicato in un punto O pit una coppia di momento M(0).
#= B g
Se O appartiene all'asse centrale, e M, # Oallora S & equivalente ad un vettore

applicato in un punto dell'asse centrale pii una coppia posta in un piano

ortogonale ad R e di momento M,

St verifica facilmente che condizione necessaria e sufficiente affinché un sistema di vettori
applicati sia equivalente ad un solo vettore o ad una sola coppia ¢ che si annulli il suo
invariante scalare.

Esempio 2.6 Verilica dell’equivalenza tra sistemi di vettori L

Verificare che il sistema S di vettori applicati

vi=i applicato in P1(0,0,1)
y2=] applicato in P2(1,0,0)
vi=k applicato in P3(0,1,0)

¢ equivalente al sistema §’

1 applicato in (0, 0, -1)
applicato in - (Q5(0, -1, 0)
applicato in Qa(-1,0,0)

—

515 &
I
I 1= b=

Basta verificare che abbiano stesso risultante ¢ stesso momento risultante rispetto ad un polo
qualsiasi che per semplicita di calcoli scegliamo essere 1’origine ((0,0,0).
Allora per il primo sistema risulta

R=itjtk ¢ M(0)= Y (P, —O)av, =k nitinj+jak=j+k+i

i=1
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e per il secondo

R =j+itk e M(0)= Z(Qi —O)au; =—kAj-jai-ink=i+k+]

i-1

e quindi i due sistemi risultano equivalenti

Esempio 2.7 Verifica dell’equivalenza tra sistemi di vettori IT

Verificare che il sistema S di vettori
vi=4it3j+k  wva=-4i-3j-k
applicati nel punto A(3,-1,2), & equilibrato.
Per il teorema di Varignon il sistema & equivalente al risultante R applicato in A, cioé
3= [ (A, R)], con M’(A) =0

Essendo R=0, dobbiamo solo verificare che M{A) =M’(A) =0
Ma M(A)=0 essendo 1l momento di una coppia di braccio nullo, come nell Esempio 2.3.

Esempio 2.8 Caleolo equazione asse centrale ¢ equivalenza,
Sia dato 1l sistema di vettori applicati S:
vy = 5j applicato in A4 (0,2,0)
vy =-j+d4k applicato in A, (0,9,0)
v3 =-2i applicato in Aj; (2,0,0)
Determinare I"equazione dell’asse centrale ¢ un sistema equivalente.

Riportiamo 'equazione dell’asse centrale (2,13)
(07-0)= w + (R, 0(0,0,0)

R = -2i+4j+dk , M(O) = 2§ A5{+9] A (=j+ 4k) +2i A —2i =361
Quindi

(0-0)= +t(-2i+4j+4k)

144(]+k)
36
‘rx =21
y=4+4 (2.19)
l‘ z=4+4t
- R=-740 auindi M.= M CIR L _ 5 aiiiiiay il s
L’invariante scalare I = M(O) - R = -72:#0 quindi M= R—zR =-2(-2i+4j+4k) e il sistema
sara equivalente al nsultante R applicato in un punto dell’asse centrale, per esempio A(-2,8,8), con
t=1 nelle (2.19), e ad una coppia di momento M, che giace in un piano ortogonale ad M, .
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Per determinare una coppia possiamo scegliere un altro polo B(x,v,z), le cul coordinate
apparterranno al piano passante per A e orlogonale a M, e considerare il sistema S* = [(A, R) , (A,
v) . (B, -v¥)] con le coordinate di B soddisfacenti le due equazioni

(A-B)-M,=0 e (A-B)Av=M, (2.20)
Dalla prima delle (2.20) otteniamo

(-2-x)HB-¥)(-2)+(8-2)(-2) =0 (2.21)

Da cui possiamo scegliere il punto B (0,0,17) corrispondente alla scelta x=0 e y=0nella (2.21) delle
due coordinate libere e quindi la seconda delle (2.20) fornisce

i k
(A-B)av=1]-2 +8 -9 |=i(8v, +9v )—j(-2v, +9v WK (-2Zv, —8v )
V. V. V,

J Bv, +9v, =+4
2\"1 = gvx =-8 {222)
1—2\-'}_—8\,',‘ =-8 .

Risulta che il determinante della matrice dei coetficienti del sistema (2,22) & nullo:

0 9 B
det |—90 2 |=-9(+16)+B(+18)=0
-8-20

Si verifica facilmente che il rango della matrice incompleta & uguale al rango della

completa, entrambi uguali a 2. Esistono e soluzioni. Scegliendo vy come parametro libero
: : i 1

possiamo avere ad esempio la soluzione v, =1, v, =0, v,— =2

2.5 Centro di un sistema di vettori paralleli

I sistenu di vettori paralleli rivestono una particolare importanza nel caso in cul essi

rappresentino un sistema di forze peso (relativamente ad una regione abbastanza ristretta dello spazio
da poter considerare uniforme 1l campo della gravita e con direzione e verso comune paralleli alla
verticale ascendente) come vedremo pit avanti nel capitolo 7 sulla Geometria delle masse.
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Sia w1l versore della comune direzione e t;, 1=1, 2, ...n, , gli scalari tali che i vettori

vi = t; u denotino gli n vettori paralleli applicati in P; ; t; >0 se v; € equiverso a u , ;=0 in caso
contrario.
Sara:

1 5 n
R=(3t Ju=tu cont=3t,
i=l i=1

Se R #0 allora esiste [’asse centrale che, in questo caso, come abbiamo visto in precedenza, ¢ il
lnogo dei punti O rispetto ai quali il momento M, = M(O) si annulla:

nal(O):i(P__—o)Avi =i_\-1(0), = | itj(P-l—O) [ru=0 (2.23)

Definiamo centro del sistema di vettori paralleli quel particolare punto Py che soddisfi la
(2.23) e soddisfacente I'equazione

YL -P)=0 (2.24)
=l
indipendentemente, quindi, dalla direzione di u.
NOTA che in questo caso ’asse centrale passa per P, qualsiasi sia la direzione di u. in
corrispondenza di assegnati Pi e t; .
Ciog, se facciamo ruotare 1l sistema di vettoni paralleli di un qualsiasi angolo, 1’asse centrale
ruotera dello stesso angolo ma il punto Py rimane fisso: I’asse centrale ruota intorno a Py .
Per determinare le coordinate P, , riferiamoci ad un sistema di coordinate di origine O, dalla
(2.24 ) siha
by
>t,(P-0+0-P)=0
i1

e quindi la soluzione cercata &

] n
Pu—0=;zt,(l’;—0) (2.25)
i=l
In coordinate
'I n
X, =—thxj
t3
] 1
1¥o =Eztiyli (el
=l
‘I n
Zy :;ZL;Zi
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Quando R 0, il centro del sistema di vettori paralleli & unico. Infatti supponiamo che esista
un’altra soluzione P7y della (2.24)

> LB —Pa)=0 (2.27)
=1
Sottraiamo membro a membro, s1 ha
> (P, ~P,)=0 e quindi (P, 7', ) = 0
=1

Ma essendo t#0 segue Py =P’y e quindi la soluzione & unica,

Per quanto visto precedentemente possiamo affermare che un sistema di vettori paralleli
con R #0 & equivalente al proprio risultante R applicato nel centro Py

Esempio 2.9 Centro di Massa

Consideriamo un sistema di punti materiali (P;, m; ).cioé, punti dotati di massa, dove con m; =0
abbiamo indicato la massa del generico punto P;, ¢ consideriamo il caso in cui essi appartengano ad
una regione abbastanza ristretta dello spazio in modo da poter considerare costante Paccelerazione di
graviti g = - gk conk versore dell’asse z (verticale ascendente), avendo fissato una terna cartesiana
Oxyz .

Le forze peso agenti sui punti P, p; =-m;g k , costituiscono un sistema di vettori paralleli e
concordi con risultante

n n 2
R =z -mjpk=-Mgk doveM= = m; massa totaledelsistema
i-1 i1

e 1l cui centro & dato dalla relazione (2.25)

1 :
P-0= s-m.g(P =0 (228)
0 Mg 2P -0)

Semplificando per —g in (2.27) siottiene 1] centro Py che in questo caso viene chiamato
Baricentro o Centro di Massa.

M(P,~0)= £ m,(R~0) (2.29)

Per le proprieta di Equivalenza dei Sistemi di Vettoni Applicati Paralleli con R £0, il Baricentro &
dunque quel punto dell’asse centrale dove va applicato il vettore risultante R =-Mg k (forza
peso totale) del sistema affinché il sistema delle forze peso § = P, —m, gk} sia ad esso
equivalente.



ELEMENTI INTRODUTTIVI ALLA MECCANICA RAZIONALE
GIULIANA LAURO

2,6 Cenni sul Poligono Funicolare. Determinazione grafica dell’asse centrale per un sistema
piano di vettori

Tl poligono funicolare & un metodo grafico che consente di determinare ”asse centrale di un sistema
piano di vettori applicati. In questo modo si potra ridurre il sistema ad uno ad esso equivalente
costituito da un solo vettore, il risultante, applicato in un punto di tale asse.

Tl procedimento si applica ad un qualsiasi sistema di # vettori complanari, Qui, per semplicita ¢i
riferiamo ad un sistema di soli 4 vettori, (P, vi ), i=1,2..4 con R £0. Dapprima si costruisce il
poligono delle forze, che & una spezzata i cui i lati (1-0), (2-1), (3-2) ¢ (4-3) sono rappresentativi

4
dei 4 vettori. Il lato di chiusura (4-O) rappresenta la loro somma, cioé, rappresenta R =Z v,
i-l
Nota che, essendo 420, il poligono é aperto, R # 0.
Da un generico punto P del piano tracciamo le congiungenti i punti O,1,2,3.4 ottenendo i segmenti
OP, 1P, 2P, 3P, 4P, detti raggi proiettanti.

Da un generico punto Ay del piano costruiamo una spezzata con i lati paralleli ai raggi proiettanti
e che intersecano le rette d’azione dei vettori nei punti A;, Az, As e Ay

Poligono ‘\\ |
funicolare N e

fid Poligono delle forze

Questa spezzata prende il nome di Poligono Funicolare e se, come in questo caso, il primo lato &
distinto dall"ultimo, si dice che il poligono funicolare & aperto (altrimenti chiuso).

Inoltre, sempre relativamente al nostro caso, il primo e ultimo lato non possono essere paralleli
n quanto 1l primo e ultimo raggio proiettante non coincidono essendo 1l poligono delle forze
aperto.

NOTA L’origine dell’aggettivo fimicolare discende dal fatto che la configurazione della
poligonale é simile a quella di equilibrio di una fune fissata in Ay, appartenente al primo lato, e
n As , appartenente all’ultimo lato del poligono funicolare, e soggetta nei punti Ay, Az, Az e Ay
alle forze vy, va, vi, vy
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Dimostriamo che il punto di intersezione Q, del primo e dell’ultimo lato del poligono funicolare,
& un punto dell’asse centrale. L’asse verra quindi individuato tracciando per Q la retta parallela a
R ¢ cio¢ al lato di chiusura del poligono delle forze.
Eseguiamo delle operazioni elementari per mantenere I’equivalenza tra 1 successivi sistemi:
a) trasliamo 1 4 vetlori lungo le loro rette d’azione {ino ad applicarli nei punti A;, 1-1,2.3 4
Tl nuovo sistema (A}, vi) & equivalente al vecchio (P, v )

b) scomponiamo 1 vettori lungo le direzioni dei raggi proiettanti:
viS1l-0=1-P+P-0=¥"1+¥") ;v2=2-1=2-P+P-1= v, v
vi=3-2=3-P+P-2= v’3—v D V4= 43 =4-P+P-3= vy —v'3

11 sistema cosi ottenuto & a sua volta equivalente al precedente.
¢) osserviamo che sopprimendo le coppie di braccio nullo
(AL v (A, —v"1), (A2 v'2) (As, —v"2), (A3 v'3) (Ag, — V™)
otteniamo un altro sistema equivalente composto dai soli vettori (A v 1) e (A4, ¥"4) le cui rette
d’azione sono, rispettivamente, il primo e I'ultimo lato del poligono funicolare che si incontrano
nel punto Q.
d) 1 due vetiori hanno momenio nullo rispetto a Q perché concorrono in Q e quindi Q ¢ un
punto dell’asse centrale. La retta per Q e parallela a R, e quindi parallela al lato di
chiusura del poligono delle forze, é ’asse centrale del sistema di vettori (P;, vi ).1=1,2,.4.

Nota che sul lato A A; della spezzata agisce la coppia di vettori |-P e P-1 e percio possiamo dire
che su questo tratto di fune agisce una tensione pari al modulo di questi vettori. Analogamente
per gli altri tratti . Quindi i raggi proiettanti danno la tensione sui corrispondenti tratti del
poligono funicolare. i

Si nota inoltre che poiché Ay ¢ P sono arbitrari, vi sono o possibili poligoni funicolari relativi ad
un sistema piano di vettori: =” scelte per P e ' scelte del primo lato in un fascio di rette
parallele al primo raggio proiettante. Facendo opportune scelte si possono costruire particolar
Poligon Funicolan detti Condizionati,

OSSERVIAMO che se il poligono delle forze & chiuso, R=0, il primo e I"ultimo raggio
proiettante coincidono e quindi 1 primo e I'ultimo lato del poligono funicolare sono paralleli o
coincidenti.

Se sono coincidenti la coppia risultante ha braccio nullo e il sistema & equilibrato.

Se sono paralleli il sistema sara equivalente ad una coppia di vettori agenti su queste due
direzioni parallele con momento #0.

Quindi, le condizioni grafiche affinché un sistema di vettori (forze) nel piano sia equilibrato sono
che 1l poligono delle forze e il poligono funicolare siano entrambi chiusi.

Esempio 2.10 Determinazione grafica del centro di un sistema di vettori paralleli e concordi

Per la proprieta del centro di essere indipendente dalla direzione comune dei vettori & sufficiente,
per la sua determinazione gratfica, determinare gh assi centrali relativi a due direzioni diverse

ottenute facendo ruotare 1 vettori di uno stesso angolo, nell’esempio sotto riportato "angolo e 5 1

centro, punto P, in figura, si trovera quindi nel punto di intersezione dei due assi.
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o,

Esempio 2.11 Calcolo analitico del centro di un sistema di vettori paralleli
Sia § ={(P1, vi}; (P2, v2)} un sistema piano di vettori applicati paralleli e concordi con:

Pi2-1) , Py-12) Vi =32, Va=-6it4j=2W1

Determiniamo il centro P, con I'uso della definizione (2.26)

Dobbiamo determinare il versore comune u ¢ gli scalari t;.

Dalla (1.25), del Capitolo1 si ha:

v, vy _ 2 3 2

- K. IS - A v e )
V|  Je+a i3 Vi3 V13 NERNE

e quindi

61



ELEMENTI INTRODUTTIVI ALLA MECCANICA RAZIONALE

GIULIANA LAURO

Y1 = V3 ue V=2 V13u , Clog t;= VI3 e th=2- v'ﬁ‘ t=tj+t=3 w'ﬁ,

cilfsultante tR=tu=3 y13u=-9i+6

Sara dunque:
1 = =
xg =—p=| 2V13)+ (1)2413 J-0
3413
Yo =%B‘ﬁ(-l)+ 2-2\-’5}1
W13
Zy =0

(2.31)

Cioé Py (0,1} ¢ il centro del sistema S.

Verifichiamolo ruotando il sistema S di un angolo di 7y e calcolando Py come punto di

intersezione degli assi centrali relativi ad S e al sistema ruotato §” (Pynon varia al ruotare dell’asse
centrale).

Utilizziamo la notazione matriciale (1.10) e (1.11) del Capitolo1 per ruotare i vettori di S:

{

[
\Vi'y Vig

e
]
2
)

'(cos L sl v

i ‘/cos o —seno 4 4
\senct  cose | m n

sen—  cos—

U g 4 L

Le componenti del vettore ¥, ruotato sono:

g2 cafDor w2

) :_';\__Qi

La ™"y 2 2 e quindi vi'= — qu < (2.32)
\'E \5 \.E -

v, =342 ==
2 2 2

Analogamente risulta :
vi=—5+421-4/2)
I.’equazione dell’asse centrale relativo al sistema S si ottiene osservando che 1l momento risultante

rispetto ad un punto Q(x.y) di tale asse, M(Q) = M, . ¢ nullo in quanto ortogonale ad esso
(Invariante scalare nullo).
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Quindi
M(Q) = (Pr- Q) A vit( P2- Q) A vy = [(2-x)i = (1+W)FINC3i42) )+ [-(1Hx)i +(2-y)] A(-6i+47)=0
Da cui si ottiene
6x-9y+9 =0 (2.33)
Analogamente per il sistema ruotato S” si ha
M(Q) = (P - QA 1 H P2- Q) AV, =0
Ix-15y +15=0 (2.34)
Si verifica facilmente che "unica soluzione del sistema (2.33) = (2.34) & x=0 e y=1 e quindi
abbiamo verificato che il centro del sistema di vettori S & I'unico punto Py (0,1) appartenente
all’asse centrale che rimane invariato al ruotare del sistema di vettori, ¢ quindi dell’asse centrale, di
uno stesso angolo.

Esempio 2.12

Ridurre graficamente , mediante I"uso del poligono funicolare e delle operazioni elementari, il
sistema piano dei 3 vettori applicati uy  uz, uz, con risultante # 0, ad un unico vettore.

Ay
Ay

u u3
"y l Ay —»

Troviamo "asse centrale del sistema, come indicato nel paragrafto 3.3:
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Essendo il sistema piano, I'invariante scalare € nullo e quindi il momento risultante rispetto ai punti
di tale asse & nullo. Tl sistema dei 3 vetton ¢ quindi equivalente al sistema costituito da un solo
vettore: 1l risultante applicato in un punto dell’asse centrale.

3. REAZIONL VINCOLARI EQUAZIONI CARDINALL DELLA STATICA

Partendo dal confronto tra il moto di un punto materiale libero (Leggi di Newton) ¢ quello di uno
vincolato, viene introdotto il concetto di Reazione Vincolare. L estensione di questo concetto a
sisterni di pit punti materiali sottoposti sia a Forze Aitive che a Reazioni Vincolari porta al
problema dell’equilibrio regolato dalle Equazioni Cardinali della Statica la cui esistenza viene qui
giustificata ma non dimostrata rigorosamente, Fondamentale per I'analisi della staticita di un
sistema & 1l concetto di grado di liberta. Per i corpi ngidi, quelli per 1 quali le distanze tra 1 punti
non variano nel tempo, si dumostra che nello spazio ¢ in assenza di vincoli esterni, 1 gradi di liberta
sono 6. Viene analizzata la staticitd di un particolare corpo rigido piano, denominato trave,
sottoposto all’azione di vincoli esterni ¢ s¢ ne calcola analiticamente il valore delle reazioni
esplicate da essi afTinché stia in equilibrio sotto ["azione di un sistema di forze attive applicate. 11
caso dell’equilibrio di un sistema composto da due corpi rigidi vincolati tra loro e all’esterno, il
cosiddetto Arco a 3 Cerniere, viene anche considerato.

3.1 Richiami sulla dinamica di un punto materiale libero

Senza soffermarci sui concetti, noti dai corsi di Fisica, di forza, tempo, massa, né di sistema di
riferimento inerziale, ricordiamo che alla base della dinamica dei sistemi materiali ci sono le tre
leggi della Meccanica Newtoniana:

T legge ( ‘inerzia) Ogni corpo non soggetto a forze esterne permane in uno stato di quiete
o di moto rettilinco uniforme.

I legge (fondamentale) F=ma La forza F applicata su un corpo di massa m genera una
accelerazione a proporzionale alla forza stessa.
Se P(x(t),y(t).z(t)) & un punto materiale di massa m, t & la variabile tempo, si ha la ben nota
equazione:

F=ma (3.1}
dove

- .. ..

a(x,y,z)=xi+yj+zk ¢larappresentazione cartesiana del vettore accelerazione e dove
abbiamo denotato con il punto ["operazione di derivazione rispetto al tempo.

TIT legge (di azione e reazione) Ad ogm azione Fap esercitata dal corpo A sul corpo B comisponde
una reazione uguale e contraria g, =- Fag  dal corpo B sul corpo A aventi entrambe la stessa
retta d’azione (coppia di forze di braccio nullo).

Esempi della IT legge.

Esempio 3.1 Nota la forza determinare il moto
Si considert il caso in cui sul punto agisca solo la forza di gravita
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F--mgj (3.2)
con g accelerazione di gravita costante, g=9 8 m/s’, dirctta lungo 'asse y. 1l problema (3.1) diventa
-mgj=ma

in componenti & dunque:

.-

Tmg=my
0 = mx (3.3)
0=mz

Dalla prima si ha

S
che si risolve immediatamente con due integrazioni successive fornendo

v(th=a+bt— 12 gf

ove a, b € R sono da determinare assegnando le condizioni iniziali (Problema di Cauchy per un
equazione differenziale del T ordine).

Se ad esempio richiediamo che inizialmente il punto si trovi sull’asse y alla quota vy

¥(0) = yo
x(0)=0 posizione iniziale
2(0)=0

con velocitd v, sull’asse y

¥(0)=v,
;(0) =0 velocita iniziale
zZ(0) =0

La soluzione & dunque:

y(t) = yo+vp t — 1/2 gt
x(t)=0
z(t)=0

che rappresenta una caduta libera, espressione tipica del moto uniformemente aceelerato, lungo
I"asse v.

Da notare ora, ma riprenderemo questo concetto nel seguito, che per poter risolvere una equazione
veltoriale, come ad esempio la (3.1), bisogna passare alla sua proiezione sugli assi cartesiani
fissati (nell’esempio, le (3.3)) e studiare quindi le equazioni scalari corrispondenti.
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Esempio 2.2 Determinare la forza agente sul punto P una volta nota la traiettoria
Se & nota la traiettoria del punto, cioé & nota la sua posizione istante per istante, ad esempio,
x() =0, y()=3t+1, z()=0
Per conoscere F, dalla (3.1) devo determinare I"accelerazione a:

derivando rispetto al tempo una prima volta si ha

x(t):3t”’ . oy(=3, z()=0 = la velocitd v =3t"i + 3j

Derivando una seconda volta il problema & risolto.
dy,, e St e ’ :
a= ot =Xi+yj-+zk = a=6li= F=06mli, lorza agente cercala.

3.2 Moto di un punto vincolatoe. Vincoli olonomi unilateri e bilateri

Si vuole studiare il moto di un punto non piu libero ma vincolato a spostarsi su una linea o una
superficie sotto I'azione di una forza assegnata. Introduciamo il concetto di vincole, limitandoci al
caso di un punto, utilizzando un formalismo che sara facilmente generalizzabile alla dinamica di un
sistema di punti.

Assegnare una configurazione significa assegnare la posizione del punto P nello spazio fisico R 1
punto si dice libero se non si impongono limitazioni ai valori che le coordinate di P possono
assumere durante il moto. La posizione assunta durante il suo movimento & nota conoscendo istante
peristante le sue tre coordinate cartesiane (x(1),y(1),z(1)) che variano mdipendentemente rispetto ad
un assegnato sistema di riferimento, ecco perché si dice che un punto libero nello spazio ha 3 gradi
di liberta.

11 punto si dice vincolato nel caso invece che si impongano limitazioni alle sue coordinate.

Con riferimento ad un sistema di riferimento cartesiano Oxyz, si chiama vincolo semplice

una limitazione alle coordinate di P data dalla relazione:

fix,y,z)=0 (34)

detta relazione (equazione) vincolare (del vincolo) che descrive la superficie su cui il punto &
vincolato a muoversi.
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Esempio 3.3 Punto vincolato su superficie sferica

o2 2 2 2 y . . i T . .
Siafix,y.z) = x"+y +~ 2z 9 =0 I'equazione del vincolo che indica la superficie sferica di raggio r
= 3 su cui il punto & vincolato a muoversi.

Fig. 3.1 Punto vincolato a muoversi su una sfera

E’ evidente che in questo caso 1 gradi di liberta si riducono a 2 in quanto le tre coordinate non sono
piu libere di variare ad arbitrio ma devono obbedire all’equazione della superficic sferica (3 gradi
di liberta — 1 relazione vincolare = 2 gradi di liberta) ed infatti, noto il raggio, usando le
coordinate sferiche, é sufficiente conoscere gli angoli 8 e ¢, azimut e inclinazione, per
individuare la posizione di P

Quindi risulta

x=x(0,9)
y=y(0,9) (3:5)
z=2(8,9)

[I"Analisi insegna che questo equivale ad aver applicato il Teorema del Dini sulle funzioni implicite che
consente, sotto opportune ipotesi, di poter esplicitare le tre variabili in funzione di due.]

Si chiama invece vincolo doppio una limitazione alle coordinate di P date dal sistema di 2
equazioni indipendenti
filx; y;2)=0;
(3.6)
bix;y;2) =0,

In questo caso i gradi di liberta scendono da 3 ad 1 (3 gradi di libertd - 2 relazioni indipendenti = |
grado di liberta).
Esempio 3.4 Vincolo doppio
Siano
y=0

=0

le equazioni di due piani indipendenti la cui intersezione & ["asse x su cui il punto & vincolato a
muoversi. Basta quindi conoscere solo la sua coordinata x per individuarne la posizione.
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E quindi risulta

X=X

¥y =¥(x)

z=z(x)
ho esplicitato le altre 2 variabili y e z in funzione della sola x che & ['unico parametro utile per
descrivere il moto in questo caso di un solo grado di liberta.

Si chiama vincolo triplo una limitazione alle coordinate di P data dal sistema di 3 equazioni
indipendenti

filx; y;2)=0;
Bixiy:z)=0; (3.7)
fi(x; v;2) = 0;

Esempio 3.5 Vincolo Triplo
Consideriamo le seguenti equazioni relative ai tre piani cartesiani;

x=0 piano yz
y=0 piano xz
z=0 piano xy

L’intersezione di questi tre piani indipendenti & costituita da un solo punto che ¢ 1'origine O(0,0,0)
del sistema di riferimento. Quindi la posizione del punto P é fissata nell’origine: non ha pit alcuna
possibilitd di movimento. Infatti 1 gradi di liberta si sono ridotti a zero (3 gradi di liberta — 3
relazioni vincolari indipendenti — 0 gradi di liberta).

NOTA: Le posizioni del punto P che non soddisfano le relazioni vincolari appartengono a zene
preibite. Nei nostri 3 esempi esse corrispondono a: 1) punti esterni e interni alla sfera, 2) punti non
appartenenti all’asse x, 3) punti diversi dall’ongine del sistema di riferimento (tutto lo spazio tranne
0(0.,0,0))

I vincoli possono anche dipendere dal tempo, in tal caso la relazione assume la forma

fx.y,2,0)=0 (3.8)

Le relazioni vincolari viste fino ad ora sono espresse da uguaglianze e in tal caso parliamo di
vincolo bilatero in quanto, dato un qualsiasi spostamento compatibile con il vincolo, anche il suo
opposto risulterd compatibile, Ma possiamo avere anche relazioni espresse da disuguaglianze

fix,y.z) = 0 (o anche fix,y.z)= 0) (3.9)
e in tal caso parleremo di vincolo unilatero.
Esempio di Vincolo unilatero
Ad esempio, in due dimensioni, la relazione
G e vy
x +y=R°
vincola il punto a non penetrare all’interno del cerchio di raggio R In tal caso parliamo di vincolo

v . . F g 2 : . e
unilatero e la posizione () sulla circonferenza x™ + y° = R™ (frontiera del cerchio) si chiama
posizione di confine.
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da

=

(o)

Fig. 3.2 Vincolo unilatero

Poiché nel piano un punto libero ha 2 gradi di libertd, questo vincolo riduce di uno tali gradi di
liberta e infatti la sua posizione é individuata univocamente dall’angolo 1 della Figura 3.2

x =x(¥)
y=y(&)

In generale le posizioni corrispondenti al segno di disuguaglianza stretto vengono dette ordinarie (ad
esempio il punto P nella figura) , quelle corrispondenti al segno di uguale vengono dette di confine (ad
esempio il punto Q)

Se 1l raggio del cerchio & variabile nel tempo, R(t), abbiamo un esempio di vincolo unilatero e
dipendente dal tempo |, f(x,y;t) = 0

Diremo olonomo un vincolo fra le coordinate del punto caratterizzabile mediante equazioni efo
disequazioni (anolonomo se il vincolo limita anche velocitd efo accelerazione).

[ vincoli degli Esempi 3.3, 3.4, 3.5 sono quindi vincoli olonomi, fissi e bilateri.

Tormeremo ancora nel seguito alla caratterizzazione dei vincoli. In generale useremo il termine
“vincoli” per indicare i dispositivi che limitano tutte, o solo alcune, fra le possibilitd di movimento
del sistema considerato

Se quindi voghamo studiare 1l moto di un punto materiale vincolato e soggetto ad una forza nota F,
le sue coordinate dovranno soddisfare, istante per istante, oltre che all’equazione fondamentale
della dinamica anche alle relazioni vincolari.

E’ evidente che se ¢i limitiamo all” azione della sola forza direttamente applicata F, la traiettoria del
punto non potra soddisfare l'equazione vincolare. Cid sard possibile solo se si terrd conto
dell’azione del vincolo mediante 1’introduzione di una opportuna forza @, detta reazione vincolare.
Cioé, immaginiamo di togliere il vincolo e sostituiamolo con I’azione esercitata dalla forza &
che costringe il punto a muoversi assumendo posizioni compatibili con il vincolo e cioé
impedendogli di andare verso le zone proibite. In tal modo il moto del punto vincolato potra essere
studiato come il moto un punto /ibero soggetto all’azione delle due forze F e @

ma=F+ @ (3.10)

3.3 Vincolo Liscio. Reazione Vincolare
Scomponiamo la reazione vincolare in due componenti, uno normale @, e altro @ tangente

alla superficie del vincolo nel punto P: chiamiamo attrite il componente della reazione vincolare
sul piano tangente alla superficie del vincolo e diretto in verso opposto allo spostamento del punto P,
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La superficie vincolare si dice priva di attrito quando®y = 0, cioé la reazione vincolare &
sempre normale alla superficie del vincolo e diretta verso la zona accessibile del vincolo. In tal caso
parleremo di vincolo liscio.

Tn questa sede non ci solTermiamo sulle definizioni e proprieta legate allatirito che rimandiamo ad altri
Test.

T perd utile per il seguilo osservare che, dall’esperienza. Dattrito dissipa energia, cioé 'energia
meccanica non si conserva. In questo caso, infatti, il lavore compiuto dalla forza d’attrito ¢ sempre
negativo a causa del fatto che tale forza & sempre di segno opposto allo spostamento. Quindi le
forze di attrito, opponendosi al moto, diminuiscono l'energia cinetica dei corpi.

Un vincolo privo di attrito, invece, non dissipa cnergia.

Esempio 3.6 Equilibrio tra Reazione Vincolare e Forza Applicata

Consideriamo, invece di un punto materiale, un oggetto esteso pesante poggiato su un tavolo.

® Reazione vincolare

1l tavolo (vincolo) impedisce all'oggetto pesante poggiato su di esso di compiere traslazioni verso il
basso per effetto della gravita,

Come visto nell’esempio 2.9 del capitolo 2 paragrafo 3.4, la forza peso Fé applicata nel Centro
di Massa dell’oggetto . Le sue uniti di misura sono Kilogrammi x 9,8metri /secondi® = Newton,

Es: il peso di una massa di 4 Kg. & di 39,2 Newton
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Il tavolo (vincolo) impedisce la traslazione verso il basso. Possiamo quindi immaginare di toglierlo
e sostituire al suo posto la reazione vincolare @ che, essendo "oggetto in equilibrio in questa
posizione, deve bilanciare il peso dell’oggetto F, unica forza attiva presente.

Dalla (3.10), poiché all’equilibrio risulta a = 0, avremo:

F+® =0 F=-0®

Allequilibrio la somma della forza attiva e della reazione vincolare & nulla, la reazione vincolare
bilancia la forza attiva.

3.4 Richiami sulla Dinamica di un Sistema di Punti Materiali

Estendiamo i concetti e le definizioni viste per un punto materiale al caso di un sistema S di punti
materiali che verranno indicati con P; ,i=1,2,.., n, ciascuno di massa m; .

Consideriamo un sistema di N punti materiali Pi (1 =1, 2, ... N), di massa m;; indichiamo con

F; le forze attive e con @; le reazioni vincolari applicate ai punti Pi.

Tra le forze attive annoveriamo sia le forze interne esercitate su P; da punti P;, j # 1, del sistema
stesso che le forze esterne provenienti dall’azione di punti che non appartengono al sistema (p.e. la
forza peso).

Dalla 11l Legge della Dinamica (azione e reazione) si evince che il sistema delle forze interne &
equilibrato in quanto costituito da coppie di braccio nullo.

Consideriamo ora i1l sistema di punti materiali S mobili con velocita vy, accelerazione a;, e
sottoposto a delle forze attive F; e da quelle vincolari &;
Per ciascun punto potremo allora scrivere I'equazione della dinamica nella forma

Fj 1 ¢‘i = m; a4 (3.11}

Se sommiamo tutte le equazioni (3.11) e teniamo conto che le forze interne eventualmente
presenti sono coppie di braccio nullo, per cui si elidono a vicenda, si ottiene

n n
R® = TF+®j = Tmjaj (3.12)
=1 =1
Dove con R‘ abbiamo indicato il risultante delle forze esterne (attive + vincolari).
Detto poi O un punto qualunque dello spazio, se si moltiplica vettorialmente ciascuna delle (3.6) per il
vettore (P; — Q) e si somma membro a membro si ottiene, tenendo conto che le forze interne essendo
coppie di braccio nullo non contribuiscono al momento risultante M{O):

M(0)= Z(P,-0)A(F, +®, )=M,(0)= %(l—‘i —0)Amja; (3.13)
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Le equazioni (3.12) e (3.13) sono le Equazioni Cardinali della Dinamica per un sistema di n punti
malteriali corrispondenti a 2 equazioni vettoriali indipendenti e cioé a 6 equazioni scalari. Le
incognite sono le 3n coordinate x;(t) di posizione dei punti P; € le 3n componenti delle reazioni
vincolari @;(t), in totale 6n incognite contro le sole 6 equazioni scalari. Quindi le Equazioni
Cardinali della Dinamica sono necessarie ma in generale non sono sufficienti a determinare il
moto di un sistema o a garantime 1"equilibrio.

Le equaziom cardinali della dinamica diventano anche sufficienti per la determimazione

del moto der punti, a partire da fissate condiziom imziali, solo quando le coordinate per individuare
la posizione del sistema siano al pin 6.

Si rimanda ad un testo completo di Meccanica Razionale per un approfondimento sulle Equazioni
Cardinali della Dinamica.

3.5 Richiami sulla Statica dei Sistemi.

Se un punto P si trova in quiete rispetto a un sisterna di riferimento, "equazione (3.10) si
riduce a

F-® -0 (3.14)
poiché all’cquilibrio risulta a = 0 (vedi Lsempio 3.6).

St dice allora che P & in posizione di equilibrio. Se viceversa P si trova in una posizione
dove & venficata la (3.14) ed ha velocita nulla, allora si dice che P & in quiete in quella posizione.
Se per tutti 1 punti materiali P; del sistema S vale la (3.14), si ottengono le equazioni:

n n
R® = YI+®; = Ymja; =0 (3.15)
i=1 i=1

MO)=3(P-0)A(F, +®, )=X(P,-0)Ama=0  (3.16)

dette Equazioni Cardinali della Statica valide per un sistema di punti materiali all’equilibrio.

St noti che la (3.16), se & valida per un polo O, & valida per ogni altro polo O a causa di (3.15),
come verificato usando la Legge di Vanazione del Momento nel Paragrafo 2.1 del Cap. 2.

Le (3.15) e (3.16) c1 dicono che per un sistema all’equilibrio 1l sistema delle forze estemne (forze
attive e reazioni vincolari) agenti su di esso deve essere equivalente a zero (equilibrato), vedi
Definizione 2.3, nel Cap. 2.

Come per il caso dinamico, tali equazioni corrispondono a 6 equazioni scalari e non sono quindi
sufficienti a determinare la posizione di equilibrio del sistema . Si pensi a una massa di gas
compressa ¢ poi lasciata libera: le forze esterne diventano nulle, le forze interne { di repulsione )
costituiscono coppie di braccio nullo e quindi le Equazioni Cardinali della Statica sono verificate,
ma le particelle di gas non restano in quiete sotto 1'azione delle forze interne pur essendo queste
equilibrate, infatti 1l gas si espande. Le equazioni cardinali della statica diventano anche sufficienti
per la determinazione della posizione di equilibrnio del sistema solo gquando le coordinate per
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individuare la posizione del sistema siano al pin 6. Vedremo nel prossimo paragrafo che cio accade
per particolari sistemi detti rigidi.

S1 rimanda ad un testo completo di Meccanica Razionale per un approfondimento sulle Equazioni
Cardinali della Statica.

3.6 Sistemi Materiali Rigidi: 6 Gradi di liberta

Abbiamo gia detto che il moto di una sistema di punti P; i= 1,....n, rispetto ad una prelissata terna
cartesiana di riferimento, resta determinato dal moto dei singoli punti. La posizione istantanea dei
punti determina la configirazione istantanea del sistema mentre il complesso delle velocita
istantanee dei punti ne caratlerizza / ‘afto di moto. Poiché ogni punto nello spazio & individuato da 3
coordinate occorrono 3n funzioni del tempo per individuare la confligurazione istantanea del
sistema.

Si dice quindi che un sistema di n punti libero di muoversi nello spazio ha 3n gradi di liberta
Fortunatamente, come accade nella maggior parte dei casi, esistono delle relazioni vincolari (vedi
paragrafo 3.2) trai punti che fanno invece dipendere la sua configurazione, e 1" atto di moto,
soltanto da un gruppo di essi o da opportuni parametri indipendenti, sufficienti alla determinazione
del moto, riducendo quindi il grado di liberta del sistema.

Se k ¢ il numero di relazioni vincolari linearmente indipendenti a cui devono soddisfare le 3n
coordinate allora i 3n gradi di liberta si abbasseranno a 3n - k. Occorre conoscere solo 3n-k
parametri indipendenti per individuare la posizione del sistema istante per istante (confronta
con gli esempi 3.3, 3.4, 3.5 del paragrafo 3.2).

Si definisce moto rigido di un sistema di punti quello durante il quale si conservano inalterate le
mutue distanze fra i suoi punti. Ogni sistema che si muove di moto rigido & detto sistema rigido
(corpo solido in cui sono trascurabili le deformazioni).

La condizione di Rigidita esprime il fatto che, durante il moto, le distanze L;j tra coppie di punti
P;, P; del sistema, rimangono invariate:

(Pi() - Py =L%y ij=12,.n (3.17)
e clog
(- %) +(¥-y P+ (zi-5) -L*5=0 (3.18)

relazione vincolare valida per ogni coppia di punti P; e P; del sistema. Le reazioni vincolari
corrispondenti alla condizione di rigidita (3.17) rappresentano la mutua azione del punto P; sul
punto P; e di P; sul punto P; e quindi, per il Principio di Azione e Reazione, sono coppie di lorze
di braccio nullo con rette d’azione parallele al vettore (P; - P;). In definitiva, i vincoli interni di
rigidita possono essere dunque considerati alla stregua di un sistema di forze interne
equivalente a zero, e quindi non compaiono nelle Equazioni Cardinali della Statica.

Dalla condizione di rigidita (3.17) ne viene di conseguenza che un sistema di n punti materiali

collegati rigidamente |, libero di muoversi nello spazio, ha 6 gradi di liberta e cioé la sua
configurazione, istante per istante, viene determinata da soli 6 parametri indipendenti.
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Verifichiamolo per passi successivi:

1) 2 punti collegati rigidamente: 5 gradi di liberta ( 3 per il primo + 3 per il secondo = 6, meno
| condizione di rigidita (3.17) ; 6-1 = 5 gradi di liberta)

2) 3 punti collegati rigidamente: 6 gradi di liberta (5 per 1 primi due punti. Per il terzo
punto,collegato rigidamente con 1 primi 2,
risultano 3 gradi di liberta meno due relazioni
vincolari (3.17), cioé 3-2 = un solo grado di
liberta; e quindi 5+1=6 gradi di liberta)

3) 4 punti collegati rigidamente: 6 gradi di libertd { 6 per 1 primi 3; al quarto collegato rigidamente
al primi 3, non resta alcun grado liberta. 6+0=6)

etc, etc,
n punti collegati rigidamente : 6 gradi di liberta

QUINDI a partire da 3 punti in poi, i sistemi liberi costituiti da punti collegati
rigidamente hanno sempre e solo 6 gradi di liberta.

Con analogo ragionamento si dimostra che 1 gradi di liberta di un sistema piano libero
di n punti collegati rigidamente & uguale a 3.

In conclusione, essendo n arbitrario, un qualsiasi sistema materiale rigido (corpo rigido) libero di
muoversi nello spazio possiede 6 gradi di liberta. Bastano 6 parametri indipendenti, detti coordinate
Lagrangiane, per determinare la sua posizione nello spazio.

Un corpo rigido piano libero ha invece 3 gradi di liberta e la sua posizione pud essere determinata da

sole tre coordinate Lagrangiane.

Nota che le coordinate Lagrangiane possono essere di tipo misto cioé coordinate cartesiane ¢ angoli.

Nell’Esempio 3.3 sono i due angoli 6 e ¢.

Come conseguenza, si pud dimostrare che

Condizione Necessaria e Sufficiente affinché un sistema rigido vincolato, a vincoli lisci,
fissi e olonomi sia in equilibrio in una data posizione é che valgano le Equazioni Cardinali
della Statica (3.15) e (3.16)

Nota che per un sistema formato da pit corpi rigidi le equazioni cardinali della statica sono
sicuramente necessarie ma non sono in genere sufficienti per I’equilibrio.
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Si verifica che un sistema formato da piu corpi rigidi & in equilibrio se e solo se ¢ in equilibrio ogni
sua parte.

3.7 Trave Vincolata

Nel caso di un sistema rigido le equazioni cardinali della statica sono anche sufficienti a garantire
"equilibrio.
Questo consente, in molti casi, di determinare sia le posizioni di equilibrio, che le reaziom vincolart
all’equilibrio
1l problema statico di cui ci interesseremo ¢ il seguente:

Date le forze direttamente applicate e la posizione di equilibrio di un sistema rigido, deferminare
le reazioni vincolari capaci di mantenere tale posizione di equilibrio.

Noi studieremo in gran parte problemi riferiti a sistemi rigidi piani, per cui le Equazioni
Cardinali della Statica si riducono a 3 equazioni scalari,

La trave (omogenea) & un particolare sistema rigido in cui una dimensione, la lunghezza, domina
sulle altre e pertanto pud essere schematizzata con una linea detta asse (fvogo dei baricentri delle
sue sezioni trasversali). Lo studio dell’equilibrio delle travi & alla base della Scienza delle
Costruzioni.

Sezione retta - Sezione retta

Per quanto lo studio delle travi curve sia di grande interesse nelle applicazioni, si pensi ad esempio
agli archi, ci limiteremo alle travi il cui asse ¢ rettilineo nella configurazione indeformata
assumendo come tale la configurazione assunta dalla trave in assenza di azioni esterne applicate.

Si fard inoltre quasi sempre la cosiddetta ‘ipotesi di piccoli spostamenti’, per la quale ghi
spostamenti dell’asse della trave si assumono sufficientemente piccoli da poter studiare il problema
dell’equilibrio con riferimento sempre alla sua configurazione indeformata rettilinea. L’ipotesi di
piccoli spostamenti si traduce in un modello matematico estremamente semplificato che fornisce
un’efficace schematizzazione della realtd quando le strutture in esame sono dotate di sufficiente
rigidezza rispetto alle azioni esterne applicate ¢ quando le azioni stesse non conducono a fenomeni
di instabilita.

Nel piano, la trave libera, cosi come un qualsiasi sistema rigido piano libero, ha tre gradi di
liberta: fissato un riferimento cartesiano nel piano della trave | & sufficiente conoscere, per
esempio, 'angolo ¥ che la trave forma con I'asse delle x e le 2 coordinate di un suo punto
per individuare univocamente la sua posizione,
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I possibili movimenti di una trave nel piano sono:

1) traslazione orizzontale
2) traslazione verticale
3) rotazione nel piano

La presenza di vincoli pud bloccare questi movimenti riducendo in parte o totalmente 1 gradi di
liberta della trave. Ribadiamo che si definisce Reazione Vincolare la forza esercitata dal vincolo
per impedirme 1 movimenti.

I vincoli pit usati sono:

Carrello (vincolo semplice che toglie un solo grado di liberta a quelli posseduti dal sistema
rigido)

Detto anche appoggio scorrevole (senza attrito) bilatero, blocea solo lo spostamento normale alla
direzione di scorrimento, non si oppone né a rotazioni attorno ad al punto di appoggio A che
rappresenta un estremo della trave, né a traslazioni parallele all’appoggio che sono: orizzontali nella
prima figura (verso destra o verso sinistra), verticali nella seconda (verso I'alto o verso il basso) ¢
inclinate di 45 in entrambi 1 versi nel terzo esempio,

Quindi la reazione vincolare pud avere solo una componente ortogonale all’appoggio (toglic un
solo grado di liberta, 1 g.1.). Non pud avere momento rispetto ad A altrimenti ostacolerebbe le
rotazioni intorno ad A e quindi la reazione vincolare deve passare per A.

Da qui in poi denoteremo con 1l simbolo R la reazione esplicata dal vincolo.

Esempio 3.7.1 Carrello Orizzontale

La relazione vincolare &€ v, — costante e quindi 3 1. - 1 relazione vincolare — 2g.1.

Ra=Raj

Esempio 3.7.2 Carrello verticale

La relazione vincolare ¢ x4 =costante ¢ latrave ha2 g 1.
y

R‘.\ =R \‘\i

Coni e j versori dell’asse x e y nispettivamente.
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Esempio 3.7.3 Carrello Obliquo

La direzione di scornimento del carrello & inchinata di 45° nispetto all’asse x

y

Ra=-Ra cosd5°% + Rasendse j

Abbiamo scomposto il vettore Ry, ortogonale alla direzione di scorrimento, lungo le due
direzioni orientate positivamente degli assi x e v (regola del parallelogramma o punta-coda,
vedi Cap. 1, paragrafo 1.3) rispettivamente. Il suo modulo R4 € I'unica incognita e infatti la
trave ha 2 gl

Cerniera liscia (vincolo doppio che toglie due gradi di liberti a quelli posseduti dal sistema
rigido): fissa la posizione del punto A di appoggio. blocca sia lo spostamento verticale che
orizzontale, consentendo le rotazioni intorno ad A, quindi la reazione vincolare avra sia un
componente orizzontale R ».i che uno verticale R ,,j (toglic due gradi di liberta); la reazione
deve avere momento nullo rispetto ad A altrimenti ostacolerebbe le rotazioni intorno ad A e
quindi la reazione vincolare deve passare per A. Ry =R 4,i+R 4

Esempio 3.7.4 Cerniera
Le due relazioni vincolari indipendenti sono: x, = costante , ya = costante e quindi 3 g1. -2

relazioni vincolari = un grado di liberta ¢ come coordinata Lagrangiana si puo scegliere I'angolo
9 che essa forma con |’asse delle x.

A

Questo vincolo pud anche essere visto come la sovrapposizione di due vincoli a carrello,
per esempio su due rette perpendicolari, rendendo ancora piu evidente il significato di vincolo
doppio, come sovrapposizione di due vincoli semplici.
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Esempio 3.8 Incastro

E’ un vincolo triplo che toglie 3 gradi di liberta a quelli posseduti dal sistema: blocca tulli e
tre gli spostamenti della trave, Pornisce quindi una reazione vincolare passante per A, che
impedisce traslazione orizzontale e verticale, pilt una qualsiasi coppia agente nel piano del sistema
il cui momento impedisce le rotazioni (toglie 3 gradi di liberté, 3 incognite reazioni vincolari).

& Rai+Raj » M

Le tre relazioni vincolari indipendenti sono: x4 = cost. , y, = cost, 3 = costante e quindi
3 gl - 3 relazioni vincolari = 0 g.1. Tn questo caso non € possibile alcun movimento.

Ribadiamo che le ipotesi che abbiamo fatto sui vincoli sono quelle di vincoli lisci e bilaterali.

Per quanto riguarda le forze attive si adottano criteri pitt o meno semplificativi a seconda del livello
di dettaglio che si intende raggiungere nei risultati. 11 criterio spesso utilizzato di considerare le
forze agenti in un punto come se fossero concentrate in esso & un’astrazione di cio che si verifica
in realta. Le azioni che generano forze agiscono necessariamente su una porzione non infinitesima
L’esperienza ci mostra che i vari carichi agiscono su porzioni non infinitesime di superficie o
volume, ossia sono costituiti da forze distribuite. Tuttavia in alcuni casi, quando le dimensioni delle
superfici di azione sono piccole, si preferisce per semplicita di calcolo considerare le forze
concentrate in un punto dando cosi luogo alle cosiddette forze concenirate

I carichi possono perd essere rappresentati anche come forze distribuite lungo una linea, su una
superficie, o all’interno di un volume,si parla allora di carico ripartito.

Il carico ripartito su una trave viene rappresentato graficamente mediante un diagramma, detto
appunto di carico, disegnato sopra lo schema dell’elemento considerato: I’ordinata, corrispondente
ad una sezione qualunque della trave, letta sul diagramma in una determinata scala (quella delle
forze), rappresenta 1’intensita del carico agente su quella sezione.
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o AT A

] L | L
I | 1 —
(a) (b)
In (a) si ha il caso assai frequente nelle applicazioni di carico uniformemente ripartito, cioé costante
lungo la trave; in (b) si ha 1l caso pil generale di carico ripartito variabile.

Il risultante di un carico distribuito ha modulo coincidente con ["area del diagramma che lo descrive
e retta d’azione passante per il baricentro del diagramma stesso.

In particolare, nel caso sopra indicato di carico uniformemente ripartito su una trave, il risultante P,
dimensionalmente dato da N/m, agisce sullameta di L e vale: P=p L, con p valore costante del
carico per unita di lunghezza (centro del sistema di veltori paralleli “lorze peso” nel caso di una
distribuzione continua di massa, come vedremo nel Cap.)

Iy =

Nel caso di carico distribuito non uniformemente si ha per la risultante:

P= pr(x_}dx
Xa

con p(x) densita lineare di carico (di forza peso) la cui retta d’azione passa per il baricentro xp
del corrispondente diagramma
X p
Pxp= J Bp(x Jxdx
XA
Corrispondente alla definizione di centro di massa x, nel caso continuo, p(x)dx “elemento di
forza peso”

P
pix) dx
l ppx)

A x, B x
dx X
| | 1 1
Xa X Xp X

et

79



ELEMENTI INTRODUTTIVI ALLA MECCANICA RAZIONALE

GIULIANA LAURO

3.8 Metodo Analitico di Calcolo delle Reazioni Vincolari Mediante le Equazioni Cardinali
della Statica

Fissato un sistema di riferimento cartesiano, consideriamo la trave AB disposta, nel piano xy, lungo
I’asse delle x e con ['estremo A coincidente con 'origine del sistema di riferimento. La trave &
vincolata all’esterno mediante una cemiera sferica in A e un carrello di scormimento orizzontale
nell’altro estremo B.

Si vuole determinare le reazioni vincolari Ry ed Ry, esplicate sulla trave sotto ’azione di due
forze note (A, Fi) e (A;, I2) contenute nel piano xy della trave, affinché essa sia in equilibrio in
questa posizione,

11 sistema ha zero gradi di liberta in quanto ai 3 gl. | se la trave fosse libera, vanno tolti 2 bloceati
dalla cerniera e 1 dal carrello, 3 —(2+1)=0 g

Fy
l‘-z
E
3
Ay Al B X

?

DATI del problema: AA, =2m _ AA;=4m AB=6m, I} =2t [:=1t

Secriviamo le forze nella loro rappresentazione cartesiana:
. 1. \.:1 N
Fi=-2j, F=- PR
Ry =Ry i+ Rayj s Re=Rgyj le3incognite del problema

e 1 vettor posizione dei loro punti di applicazione

(A-A)=21, (A —-A)=4i, (B-A)=61

Nota che possiamo usare come punti di applicazione della forze Fy e F; rispettivamente i punti
Ay e A; sull’asse delle x in quanto appartenenti alle loro rette d’azione poiché, come

dimostrato nel Cap. 1, il momento, rispetto ad un polo scelto, non cambia se si fa scorrere il
punto di applicazione di un vettore lungo la sua retta d’azione (Esempio 1.17 del Cap.1).
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Alla luce delle considerazioni fatte, determiniamo le equazioni Cardinali Cardinali della Statica
pensando di sostituire ai vincoli le loro reazioni da determinare:

¥ Fy
Ry
F: Rgp
A A Ay B X

—

visto che il momento ¢ indipendente dal polo , scegliamo per comodita di calcolo il polo A

wn

Ryi+Rp +F; + =10
Equazioni
Cardinali (A-AFy +{A:—A)~AF: +(B-A) ~Rp=10
Statica

Proiettando queste equazioni vettoriali sugli assi della terna cartesiana, si ha:

b | —

-4-243 + 6Ryy=0

e quindi
-3 2+43

1 8
R,qx == - R,.\y = N RH}-_
6
Nota: In [orma matriciale il sistema delle tre equazioni nelle tre incognite si pud scrivere

1
100YR,,

(2]

Ay

011 |R, |= 2+%3 — AR =C

i
\0 0 6)R,,
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dove A ¢ la matrice quadrata dei coefficienti delle incognite, R & 1l vettore colonna delle
incognite e C & il vettore colonna del termini noti.

Poiché il determinante della matrice A dei coefficienti & diverso da zero, il sistema delle tre
cquazioni nelle tre incognite Ray , Ray | Rp,, ammette una ¢ una sola soluzione (Teorema di
Cramer per 1 sistenu di equazioni lineari) e la trave viene detta “isostatica™.

3.8.1 Classificazione Statica di una trave

Per 1l calcolo delle reaziom vincolan € necessario sapere se una trave possiede un numero di vincoli
insufficiente, strettamente sufficiente o sovrabbondante per il suo equilibrio. Nel primo caso la
struttura si dice labile, nel secondo isostatica, nel terzo iperstatica.

Vediamolo pi in dettaglio.

Labile: i vincoli sono tali da lasciare al sistema uno o pit gradi di hiberta, il numero di incognite
reazioni vincolari ¢ inferiore al numero delle equazioni d’equilibrio e quindi I'equilibrio &
impossibile, a meno che non si incontrino particolan sistemi di forze attive; cio significa che non
esistono in generale reazioni vincolari in grado di assicurare l'equilibrio e che percid il corpo si
mettera in movimento. Organismi di questo tipo, detti catene cinematiche o sistemi ipostatici, sono
privi di interesse per la Scienza delle Costruzioni, mentre vengono studiati nell'ambito della
Meccanica Applicata alle Macchine. Nel seguito verra atfrontato un particolare esempio fornito dal
cosiddetto “Arco a 3 Cerniere”.

Isostatica: le reazioni vincolari incognite sono nello stesso numero delle equazioni d'equilibrio
del sistema rigido considerato e possono percio essere determinate in modo univoco. Se esiste, la
soluzione & unica.

Iperstatica: le incognite reazioni vincolar sono in numero superiore a quello delle equazioni
fomite dalla statica dei corpi rigidi. Esistono infiniti sistemi di reazioni vincolari che rispettano
Tl'equilibrio, il grado a di indeterminazione di una struttura € misurato dal numero di incognite
reazioni vincolari eccedenti quello delle equazioni disponibili. Il caso delle strutture iperstatiche
& quello pi frequente nella pratica e per queste I'esperienza dimostra che I'equilibrio risulta ben
definito. E percio evidente che ¢ l'ipotesi di corpo rigido che rende indeterminato questo caso,
problema che viceversa ridiventa determinato quando si tenga conto della deformabilita dei
corpi, argomento questo trattato in  Scienza delle Costruzioni.
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Nel caso di una sola trave, che nel piano possiede 3 gradi di liberta, si possono avere le
seguenti situazioni

cr 2y | | x|
$ & & | & S
d) e} £
,,, A1\N | 4./ |
7 N7 &

a) labile; b)labile; clisostatica; dlisostatica; e)iperstatica con grado n — 3, fliperstatica con n—1

Ricorrendo alla teoria dei sistemi di equazioni lineari possiamo preventivamente fare un’analisi
statica della trave.

i) Seil numero di vincoli & nguale al numero di gradi di liberta allora la matrice A dei coefficienti
delle incognite reazioni vincolari, presenti nelle 3 equazioni della statica, & quadrata e se il
det[A]-=0, il sistema ¢ staticamente determinato o isostatico ¢ il problema statico ammette una ed
una sola soluzione (Metodo di Cramer).

ii ) Se il numero di vincoli & superiore al numero di gradi di liberta posseduti dal sistema, il

sistema & staticamente indeterminato o iperstatico. La matrice A ha un numero di colonne maggiore
di quello delle righe per cui il sistema di equazioni di equilibrio ammette infinite soluzioni
(Teorema di Rouche-Capelli).

iii JSe 1l numero di vincoli ¢ inferiore al numero di gradi di liberta del sistema, 11 sistema &
staticamente impossibile o ipostatico. La matrice A ha un numero di righe maggiore del numero di
colonne, per cui il sistema & sovradeterminato. Il problema statico, in generale, non ammette
soluzione (Teorema di Rouche. Capelli).

iv) Se il numero di reazioni vincolari & pari ai gradi di liberta del sistema, ma & detA=0, in

questo caso 1l sistema € staticamente degenerefapparentemente isostatico) e 11 problema statico non
ammette soluzione. 1l sistema degenere & quindi essenzialmente staticamente impossibile.
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Esempio 3.9 Struttura isostatica

La seguente struttura ngida & composta da due travi AC e CB di eguale lunghezza L e saldate fra loro nel
punto C.

La trave CB é soggetta ad un carico di peso pari a —p j. la sua retta d’azione, ortogonale all’asse orizzontale,
passa per il suo punto di mezzo. La struttura & vincolata in A mediante una cerniera e in B mediante un
carrello a scornmento verticale, 3 - 3 =0gl.

i Re=Rp,i, Ra=Ri+R,j

v

Da notare che la retta d"azione di Ry & necessariamente parallela all’asse delle x ma 1l verso & scelto ad
arbitrio ed & incognito.

EQUAZIONI CARDINALL CON POLO IN A: 3 equaziom in 3 incognite

Ruw+Riu=0
Rax—p=0

p
—RDXT"_T =0

Verifichiamo che la struttura ¢ isostatica

10 1 R_%xl OlJGl
0 1 0 [{Ru =

+4 -p
0 0 -L Rgx_‘ FPL:
2

Il determinante dei coefficienti é diverso da zero, esiste una e una sola soluzione (Cramer).
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Esempio 3.10 Struttura iperstatica

In questo caso, diversamente dal precedente, anche in B ¢’ una cemiera e quindi 1] problema

presenta 4 incognite reazioni vincolari contro solo 3 equazioni. Tl numero dei g.l. della struttura (3)
¢ inferiore al numero delle relazioni vincolari (4).

-pj
R 139
r 9

C Ty T

Ry
] Re=Ri+Ry ]

Ra=R, i+ R_-’\yj

Ray
- A I 2
el
R

4
|

v

Equazioni Cardinali con Polo di nferimento in A
RaxtRu =0

Rt Ru_\- -p= 0
L
—RuL+Ry L— p., =0

10 1 0 0 m
0101R‘“’-+—p=0 T
R 3 equazioni in 4 incognite
00 -LL _PL L}J
RB}' 2

Applicando il Teorema di Rouché Capelli, si ha che il rango della matrice completa e
quello della incompleta sono uguali a 3, quindi ci sono infinite (="*™) soluzioni in
dipendenza di un parametro scelto tra le quattro incognite,
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Esempio 3.11  Struttura labile o ipostatica

In questo caso, diversamente dal precedente, sia in A che in B ¢’& un carrello, cioé un vincolo
semplice, e entrambi tolgono due gradi di liberta. La struttura rimane con un grado di libertd e
non potra esserci equilibrio.

-pi l
X <8
1 C B RB.‘(

L RB:RBxi

R, =R )
v I R Ay
N [t %
N L
L

Equaziom Cardinali con Polo di nferimento in A
RA_}' -P= 0
Rpy =0 3 equarzioni in 2 incognite
Ry L —pLi2 =0

e 1. 0 Jol
10 {R""}Jr —p +=40

o -p|ReJ | pL M
2

Applicando il Teorema di Rouché-Capelli, risulta che il problema & impossibile in quanto il rango
della matrice incompleta & 2 mentre il rango della matrice completa & 3.

A verifica di ¢id notiamo che scegliendo 11 polo in C (indipendenza dal polo) il momento di Rayed
Rax rispetto a C, punto di intersezione delle loro rette di azione, ¢ nullo. Poiché invece la risultante

delle forze attive p ha retta d’azione non passante per (', il suo momento rispetto a ' & diverso da

zero e di conseguenza la terza equazione risulta impossibile.

Esempio 3.12 Struttura apparentemente isostatica

In questo caso la struttura rigida & composta da tre travi AD, CD ¢ DB di uguale lunghezza L
saldate tra loro in D e vincolata da tre carrelli come in figura. Se togliamo dai 3 g1, posseduti
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dalla struttura un grado di liberta per ciascun carrello (3-3 = 0) otteniamo zero gradi di libertd
per la struttura e saremmo portati a concludere che essa & isostatica.

—p
F S — D B R

F
v
a~
v

Equazioni Cardinali con Polo in D

Rex+Ree =0
Ra—p=0 3 equazioni in 3 incognite
— R~ R ‘_% =0

|01RBXJ0 ol

0 1 0 RAy +4 —pL p=40
-L 0 -L —pPL OJ
ch 5

3 equazioni in 3 incognite, ma il determinante della matrice dei coefficienti ¢ nullo in guanto
la prima e la terza riga sono proporzionali. La matrice incompleta ha quindi rango 2 mentre
la matrice completa ha rango 3. Non esiste alcuna soluzione di equilibrio.

Da notare che a causa della convergenza in ) delle rette d’azione delle reazioni vincolari, & nullo il
momento rispetto a £ delle reazioni vincolari stesse, mentre ¢ diverso da zero quello dovuto alle
forze attive e quindi si arriva ad una equazione impossibile:

Rex=—Rex
R,\}:IJL

_% =0 impossibd !l
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Ogni volta che le reazioni di 3 appoggi passano per lo stesso punto (proprio o improprio) risulta
che solo 2 vincoli sono indipendenti e quindi alla trave rimane un grado di liberta. Essa puo
traslare.

Esempio 3.13 Verifica di isostaticita e calcolo reazioni vincolari trave vincolata con 3 carrelli

Per la struttura piana, come in figura, costituita dalle tre travi AB, BD, DE rigidamente collegate
fra loro ¢ vincolate all’esterno mediante tre appoggi semplici in A, in B ¢ in E rispettivamente,
sottoposta ad un carico F inclinato di un angolo di 60° rnispetto all’asse orizzontale,

a) si verifichi I'isostaticita

b) si calcolino le reazioni vincolari con le Equazioni Cardinali della Statica

AB=BD=DE =1m , |F|=30kg

4 4+

T tre carrelli tolgono ciascuno un grado di liberta e quindi il sistema piano, che ha 3 gradi di liberta,
sembra 1sostatico.
Facciamo un controllo analitico.
Le E.C.S. con polo in A sono:
Ry+Ryz +Ry +F=0

(B-ARg+(E-A)AF +(E-A) A Rg=0
Il sistema di forze attive ¢ vincolari agenti sulla struttura ¢ un sistema piano di vettori:
Ry=Ruvj s Re=Ruyji Re= Rpxi 5 F=F i+ T j
dove

F=F-i=F|cos60"=30-172=15

e
Fy=F-j= | F|cos( 60°+m2 )= 30+ (-V3/2) = -15+3
sono le componenti del vettore F lungo gliassix ey

Componenti scalari della I equazione vettoriale:

Rix+15=0;  Rag+ Ry, -153 =0
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La seconda equazione velttoriale, essendo il sistema di vettori piano, avra la sola componente lungo
I"asse z. Infatti

(B-A)A Ra=14 Rp, j=Rnyk s (E—A) A F =(2i +j) A(15i -15-43j )=-30-3k-15k
(E-A) A Ry=(2i +j) # Ryxi =-Rpgk
quindi, la terza equazione scalare é:
Rpy- Rpx -3003-15=0
Le 3 Equazioni Cardinali della Statica sono allora
Ry +15=0
. 3 equazioni in 3 incognite
Ry + Rpy 1543 =0
Rpy - Rpx -30-43 -15=0

In forma matriciale si ha

1 0 0fRy | (15

0 1 1R, |=[153

Ay

=10 1 Ry ) (1543043

Essendo il determinante della matrice dei coefficienti uguale a 1 e quindi diverso da zero, il sistema
ammelle una e una sola soluzione per il Teorema di Cramer. La struttura ¢ dunque isostatica.
Soluzione: Rg; =-15kg , Rg,=303kg , Ry, = -153kg
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ESERCIZI PROPOSTI
Per ciascuna delle seguenti travi:

1. Delerminare se sono strutture isostatiche
2. Calcolare le Reazioni Vincolari con le equazioni cardinali della statica

90

AB=2m
AC=1m
Fi=5Kg
F=3Kg

AB=6m
AC=2m
F-9Kg

AD=1m
DB=2m
DE=2m
EC=2m
F=30Kge
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3.9 Equilibrio di un sistema composto da due corpi rigidi. Arco a Tre Cerniere

Consideriamo il sistema costituito da 2 travi (aste) AC ¢ CB incernierate tra loro in C (non saldate
nel punto C) e vincolato, inoltre, con due cerniere fisse agli estremi A e B. Poiché le due aste non
sono saldate in C esse possono ruotare intorno a C. Tl sistema non & rigido ma composto da due
parti rigide.

Nella Figura 3.3 @ riportato un esempio di arco a 3 cerniere in cui una delle due travi, CB, ¢ scarica
mentre altra, AC, é soggetta ad una forza verticale F,

Figura 3.3 Arco a 3 cerniere

Le due aste hanno nel piano 3+3 = 6 gradi di libertd; le tre cerniere tolgono 2+2+2=6
oradi di liberta: il sistema & dunque isostatico.

T Osservazione: Se applichiamo le equazioni cardinali della statica all’intero sistema, la cerniera
in C ¢ interna ¢ quindi, per il Terzo Principio di Newton, la sollecitazione che AC trasmette a CB
tramite C, Ra¢ , € equilibrata da quella che CB esercita su AC, Reg, cioé : Rye=- Ren. Entrambe
le reazioni, passando per C hanno momento nullo rispetto a C. Queste sollecitazioni appartengono
alla categoria delle forze interne (equilibrate) e quindi non compaiono nelle equazioni cardinali,
relative all’intero sistema, che conterranno solo le quattro incognite Rax, Ray, Rux, Ruy ¢ quindi le
tre equazioni cardinali applicate all’intero sistema non sono sufficienti a determinare queste 4
incognite.

Questo risultato & una diretta conseguenza del fatto che il sistema complessivo non € rigido (le due
aste possono ruotare intorno alla cerniera C) e quindi le Equazioni Cardinali della Statica sono solo
necessarie ma non sufficienti per ["equilibrio.
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IT Osservazione: Un sistema composto da pil parti & in equilibrio se ogni sua parte ¢ in
equilibrio e viceversa

Quindi le cquazioni cardinali della statica devono valere separatamente per 1'equilibrio di ciascuna
delle due aste.

I Metodo di Soluzione: Equazioni Cardinali Applicate all’Intero Sistema

Grazie alla 1 Osservazione, se non siamo interessati al calcolo della reazione in C, le ECS
applicate all’intero sistema forniscono il seguente sistema di equazioni vettoriali

Ry+Ry +F; = 0
(3.20)
(Ai-A)AFy + (B-A) A Rp=0

Le (3.20) corrispondono a 4 equazioni scalari e quindi abbiamo un sistema di 3 equazioni in 4
incognite. Bisogna trovare una quarta relazione tra le stesse incognile per poter determinare una
soluzione,

In basc alla 11 Osservazione si possono scrivere le equazioni cardinali per I’equilibrio di una delle
due aste, per esempio I’asta CB.

Per non introdurre altre incognite dobbiamo scegliere il polo in C e utilizzare, come quarta
equazione, I’equazione dei momenti rispetto a C:

1V equazione , equilibrio asta CB
(B-C)~"Rg=0
Abbiamo dunque 1l seguente sistema di 3 equaziom vettoriali;
Ryi+Rp +Fy =10
(A-A)AFp + (B-A) A Rp=0 (3.21)
(B-C)~ Rg=0

corrispondente ad un sistema di 4 equazioni scalari in 4 incognite risolubile con T
metodi consueti.

11 METODO DI SOLUZIONE: Equazioni di equilibrio applicate a ciascuna
asta

Con questo metodo si determina anche la reazione in C.

Grazie alla I1 Osservazione possiamo utilizzare le ECS per ciascuna delle due travi e quindi
abbiamo a disposizione 3 equazion scalari per 'asta AC e 3 per I'asta CB, ciog, 6 equazioni.

92



ELEMENTI INTRODUTTIVI ALLA MECCANICA RAZIONALE
GIULIANA LAURO

In questo caso oltre alle incognite reazioni vincolari Ry e Rp delle due cerniere avremo anche che
la cerniera interna C esplica la reazione Rac dell’asta AC su CB e, per il principio di azione e
reazione, la reazione Rep dell’asta CB su AC , con Rep = - Rac .

Scegliendo il poloin C ,siha:

equilibrio asta AC

Ry-Ryc +F =0

(3.22)
(A-O)A Ry + (A-C)7 Fy =0
equilibrio asta CB
Rp+Rac =0
(3.23)
(B-C) ARz =0

Altenzione al segno opposto nelle prime delle (3.22) e (3.23)

Da notare che, essendo I"asta CB scarica, I'ultima delle (3.23) fornisce I'informazione che la
reazione Ry , dovendo avere momento nullo rispetto a C e dovendo (per definizione di cemiera
liscia) passare per B, ha la direzione CB.

1 due sistemi corrispondono dunque a 6 equazioni scalari nelle 6 incognite reazioni
vincolari esplicate dalle 3 cerniere.

Esempio 3.15 Esercizio proposto
Seguendo 1 procedimenti sopra indicati, determinare numericamente le incognite reazioni vincolari
utilizzando i dati assegnati.

C
F
AAp-1m
Fi=2kg AC=CB=2m
Fg o |kg
g =45" B
CA;=A; B=Im A e
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Suggerimenti:
a) Possiamo utilizzare la 1 Equazione Cardinale applicata all’intero sistema
Ri+Rg +F, +F; =0
Rax +RpxtFa =0
Ray+ Ryy - F1 =0
e la 1 Equazione relativa all’equilibrio di ciascuna asta, scegliendo il polo in C:
asta AC (A-O)Fy + (A-C)ARaA=0
asta CB (B--C)~Rg=0
per un totale di 4 equazioni in 4 incognite

oppure

b) tre equazioni per I’equilibrio di ciascuna asta
R..\ - R,\(_' + F-l + Fz =0

asta AC
(A-O)ARa+ (A-OFp =0

Ry+Ryc =0
asta CB
(B-—C) ARp=0

Per un totale di 6 equazioni in 6 incognite che ci consentono di calcolare anche la reazione Rac
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4. RICHIAMI DI CINEMATICA. MOTI RIGIDI

11 carattere vettoriale della velocita fornisce istante per istante la direzione del moto di un punto che
& una informazione altrettanto necessaria quanto la rapidita di variazione della sua posizione.

Nel caso di un moto circolare |"espressione cartesiana del vettore velocita fornisce una quantita
meccanica di grandissima utilita , la velociia angolare, che verra ripresa nella cinematica dei corpi
rigidi, quei corpi, ciog, dove le mutue distanze tra punti rimangono invariate durante il moto. Sulla
base delle tecniche sviluppate nel capitolo 2 si trova la legge di distribuzione delle velocita dei
punti di un sistema rigido in termini dei due vettori caratteristici della traslazione e della
rotazione, essendo il pin generale atto di moto rigido una composizione di un moto traslatorio e
uno rotatorio. Lo studio di particolari moti, detti mofi rigidi piani, attraverso 'utilizzo del centro di
istamtanea rotazione, fornisce le basi per la comprensione della trasmissione dei movimenti rigidi di
interesse in Scienza delle Costruzioni e in Meccanica Applicata.

4.1 Cinematica del punto

La cinematica studia e descrive , indipendentemente dalle cause , il modo di variare, rispetto al
tempo, del punto, degli insiemi di punti, discreti o continui, nei quali vengono schematizzati i corpi
naturali. Cio richiede, evidentemente, la presenza di un osservatore che possa giudicare se il corpo &
in moto o in quiete a seconda che cambi 0 meno la posizione rispetto a lui. Nello studio analitico del
moto si fa riferimento ad una terna cartesiana ortogonale, assumendo come unita di misura per le
lunghezze il centimetro{cm) e per unita di misura del tempo il secondo(sec). Rimarremo nell’ambito
della Meccanica Classica in cui la misura della distanza fra punti e di intervalli di tempo &
indipendente dal moto dell’osservatore (non pit valido nella Meccanica Relativistica in presenza di
moti dell’osservatore vicini a quelli di propagazione della luce).

Richiamiamo a questo proposito nozioni di geometria e fisica elementare,

Con riferimento ad una terna cartesiana ortogonale indipendente dal tempo Oxyz di versori i, j, k, ¢
ad un intervallo di tempo [to, T] ., un punto P si muove assumendo istante per istante una
determinata posizione,

La linea luogo delle successive posizioni di P prende il nome di traiettoria.

Sia P(t) la posizione all’istante t e P(t + At) ad un istante t + At. Consideriamo il vettore

P(t + A t)-P(t), come in Figura 4.1 con h =At, e studiamo il rapporto (“incrementale™)

P ) -
(t+ At) - P(1) @1
At
Si definisce vettore velocita del punto P all’istante t il limite del rapporto (4.1) quando
I’incremento At tende a zero. Quindi:

v(t)= limw = ﬁ 4.2)

Al At de
E’ errato definire la velocita come derivata dello spazio percorso rispetto al tempo perché in tal
modo si perde il carattere vettoriale di questa grandezza che invece & anche caratterizzata dalla
variazione della sua direzione, sempre tangente alla traiettoria(solo nel moto rettilineo la direzione
rimane costante).
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E” il modulo di v che da la rapidita di vaniazione della posizione del punto.

P(t+h)

vit)
P(tth) - P(t)

0

¥

Figura 4.1 Traicttoria ¢ velocita di P

Poiché il punto P & funzione del tempo lo saranno anche le sue coordinate:

x =x(t), y=vw(t), z=2z(t) (4.3)

Le (4.3) sono le equazioni parameiriche della traietloria percorsa dal punto P

Derivando nispetto al tempo le coordinate di P otteniamo le componenti cartesiane di v:
.

v, = x{t) , v

%

=y v, = z(t) (4.4)
da cui otieniamo la rappresentazione cartesiana del vetlore velocita

v=xitvjt+tzk (4.5)
Se & nota la curva che cormsponde alla traiettoria di P, possiamo fissare su di essa un sistema di
ascisse curvilinee mediante la scelta di un punto A come origine e un verso positive di percorrenza
per cui la posizione del punto P su di essa risulta individuato ad ogni istante dalla lunghezza di un
arco s — s(1) della curva, P = P(s).

In tal caso le coordinate di P rispetto alla fissata terna di assi cartesiani risulteranno funzioni
composte del tempo attraverso |’ ascissa curvilinea:

x=x(s), y=yv(s), z=1z(s) (4.6)

Le (4.6) costituiscono la rappresentazione intrinseca della traiettoria percorsa da P con
equazione oraria s —s(i)
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Dalla regola di derivazione delle funzioni composte risulta:

g S o W O 8 el 4.7
dt  dsdt [ds ds” ds
che fornisce la rappresentazione intrinseca del vettore velocita.

Nella (4.7) abbiamo denotato con il punto I"operazione di derivazione rispetto al parametro tempo

: dp
¢ con til vettore — dato da:
5

dp:[dxi+dyj+dzk:|zt (4.8)
ds ds  ds” ds

Dalla geometria si sa che, data una curva di equazioni parametriche (4.3), la lunghezza dell’arco di

curva elementare &
A

| r g o g
ds —y'x +yiez2i di= \.'Idx' +dy” +dz
e quindi calcolando il module del vettore t si ottiene:

fdx,  dy, de [dx., dv., dz., ds
(= —i+—j+—k||=(—)V +(=) +(—) =—=1 4.9)
| H e e .

E cioé il vettore t & un versore (vedi (1,25),, (1.25), } che risulta tangente alla traiettoria per la

(4.7} da cui s1 ricava anche che |v| =g .

QUINDI: La velocitd di un punto & un vettore tangente alla traiettoria avente per componente su tale
.
tangente lo scalare s, la derivata dell’ascissa curvilinea rispetto al tempo, detta velocita scalare

(comunemente detta derivata dello spazio rispetto al tempe). Se s risulta positiva il punto si
sposta nel verso degli archi crescenti (moto progressivo), se negativa nel verso degh archi
decrescenti{moto retrogrado).

Se il versore t é costante il moto é, ovviamente, rettilineo.

Se s & costante, quando cioé il punto percorre spazi uguali in tempi uguali, il moto si dice wniforme
{ma la traiettoria & qualsiasi). Se in questo caso risulta che anche t & costante allora il vettore
velocita risulta, solo in questo caso, costante e il moto é reftilineo uniforme.

Notiamo infine che possiamo definire il vettore spostamento elementare:

dP = vdt = dxi + dyj - dzk (4.10)
con:

dx = vy(t)dt, dy =v (t)dt, dz = v.(t)dt
I.’accelerazione & definita dalla derivata del vettore velocita rispetto al tempo, e quindi & un vettore
la cul rappresentazione cartesiana &:

d‘.. s, =y -
= = +zk 411
a p Xityj-+z { )]
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Se usiamo la rappresentazione intrinseca (4.7) della velocita, derivando rispetto al tempo si ha:

=S gy oSt (4.12)
dt dt

che cormnisponde alla rappresentazione intninseca dell’accelerazione,

Analizziamo il termine ? presente nella (4.12). Per la regola di derivazione di funziona
L

composta ¢ dalla (4.8) segue che

dt _dtds  dt*

= =—5 (4.13)
dt dsdt ds

. dt . g v

Dove 1l vettore = risulta ortogonale a t che & un versore ciog di modulo costante uguale a 1
5

Infatti:

dt": d t-t:Ztvdt:
ds 5 5

0 (4.14)

. dt | y . -
Ne consegue 1l vettore = & ortogonale alla tangente alla traiettonia nel punto P, ciog
g

dt
=cn 4.15
™ (4.15)
! - dt
con n versore normale alla traiettoriain Pe c = P
5
S ; ; ” 1
Si dimostra che ¢ corrisponde al reciproco del cosiddetto raggio di cirvatura: ¢ = —
P

1l piano passante per P(s) della curva-traiettoria ¢ contenente i vettori t ¢ n si chiama piano
osculatore, n & rivolto verso I'interno della concavita della curva . Per una curva piana tale piano
¢ proprio il piano della curva, per curve tridimensionali il piano osculatore varia da punto a punto;
in ogni caso esso ¢ il piano che ricsce meglio a contenere la parte della curva vicino al punto P. 11
piano osculatore non & definito nei punti in cul p si annulla (traiettoria rettilinea). I raggio di
curvatura ¢ il raggio del cerchio osculatore, cio¢ il cerchio tangente alla curva in P ¢ contenuto
nel piano osculatore passante per P, che meglio descrive il comportamento della traicttoria
nell’intorno di P.

Figura 4.2 Cerchio osculatore
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Se accanto ai versori t ed n associamo il versore b, ortogonale ad entrambi, b=t an, detio
binormale alla curva in P, e quindi al piano osculatore, la terna Ptnb variabile con P (e quindi con
s) viene chiamata triedro principale alla curva in P o terna intrinseca. Quindi 1l vettore
accelerazione rispetto a questa terna ha espressione intrinseca;

- 2

v :
a=—st+—n (4.16)
p
Questa scomposizione mostra che a giace nel piano osculatore alla traiettoria in P, la sua
2

2
s g W ¥
componente tangenziale ¢ &, = s e quella normale a, = — . Il componente normale —n & noto
P

come accelerazione centripeta essendo rivolto dalla parte della concaviti.

Figura 4.3 Terna intrinseca

Da notare che mentre nella rappresentazione cartesiana di a le componenti s1 ottengono per
derivazione delle componenti della velocita , ¢id non accade nella rappresentazione intrinseca.

11 motivo & che il triedro principale non é un sistema di riferimento indipendente dal moto di
P, e quindi dal tempo, come accade invece per il riferimento Oxyz.

Dalla formulazione intrinseca dell’ accelerazione risulta che nei moti uniformi 1"accelerazione & solo
-

.
centripeta essendo s costante e quindi s = 0. Nei moti rettilinel p = I'accelerazione &
invece futta tangenziale. Infine nei moti rettilinei uniformi ¢ solo in quelli "accelerazione & nulla.

Gli esercizi che seguono dovrebbero essere ben noti dai corsi di fisica e vengono qui richiamati
perché molto utili nella comprensione di argomenti sui Mol Rigidi che tratleremo nel seguito.

Esempio 4.1 Moto circolare

Un punto P si muove su una circonlerenza di centro O e raggio R rispetto ad una terna cartesiana di
riferimento Oxy, di versoriie j, con gli assi coincidenti con due diametri ortogonali.

Iy
|
e
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Usando le coordinate polari (vedi (1.7)), la posizione di P ¢ individuata da

x(t) =R cosd(f), y(t) = Rsené(r) 4.17)
le componenti della velocita sono

x=—0Rsend , y=0Rcosh

o anche , equivalentemente (4.18)

i=—8y, y=08x

dove 8 & la velocitd angolare.

.
Definiamo il vettore velocita angolare o =0k con k versore dell’asse z perpendicolare al piano
della circonferenza,

Allora dalle (4.18) risulta per il vettore velocita:

v=xi+y] =-Byi+0x =0k A (Xi+yj)=wA (P-O) (4.19)
@

/&)

Le componenti dell’accelerazione sono:

2

; N —gRsenB —é .Rcusﬂ 5 \: = ERCUSB - B .Rsenﬂ

e quindiil vettore accelerazione &

a=on (P-0)-w’(P-0)

Se il moto & unilorme dovré essere B(1) = costante = 8(0) =8, — o [issalo valore iniziale della
componente scalare della velocitd angolare e quindi, integrando tra I'istante iniziale t=0 e un
generico istante t si ha, per il Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale:

1 * et .
J'Uemdt =8, j'o dt = B(t) — 8(0) =8, t

equindi 6(t)=0st+8, =wt+ 8, con O, fissato valore dell’angolo nella posizione iniziale di P
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In questo caso, poiché ® =0, 'accelerazione si semplifica in
a=-® (P-0) con w=0; (4.20)
L’accelerazione & solo centripeta in quanto il vettore — (P-0) & diretto da P al centro O
Le componenti sugli assi della (4.20) formiscono due moti armonici sui due assi retti dalle seguenti
equazioni differenziali del secondo ordine

- -

x+o'x=0, yro'y=0 4.21)

le cui soluzioni , come si pud facilmente verificare, sono:
x(f)=Rcos(wt+0,) , y(t) =R sen{wt+0, ) (4.22)

l'ali moti sono evidentemente periodici di periodo T=— , 0, ¢ detta fase , la costante © si
w
chiama pulsazione, Il numero di gin al secondo compiuti da P o, equivalentemente, il numero
S : : S sy o 1
delle oscillaziom al secondo dei moti componentt sw due assi ¢ dato v = = detta frequenza,
T

Quindi risulta, come ben noto, che il moto circolare uniforme ¢ dato dalla composizione di 2 moti
armonici su 2 assi ortogonali.

Esempio 4.2 Moto circolare uniforme rispetto ad un riferimento intrinseco

Studiamo ora il moto di P attraverso I"ascissa curvilinea s(t) = 8(0)R:

1l vettore posizione di P é:
s(0). s(1) .
P-0=R COSQI +R senﬁ}
R R
Il versore tangente sara:
dP s(t). s(t) .
t= ——sen()lﬂ:os ()J
ds R R
diretto verso le ascisse curvilinee crescenti, come si verifica facilmente.
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Il vettore velocita é dato dunque da

s(t) . s(t)

v(s(t)) =ts(t)=wR [- scn?l + cos R j 1. con s(t) = w = costante

Tnoltre:
1 s, 1 s ., 1,
=|l-—C0s—i——8en—1J = E ¢ la curvatura

R R R R

dt|
ds

E” quindi verificato che p =R, cioé il raggio di curvatura ¢ il raggio della circonferenza.

1l versore n normalc alla traicttoria in P & dato da:

1 dt 1 s, 1 8 . s, S .
n= ——=R|——cos—i——sen—j|=—cos—i—sen—j
e ds R R R R

diretto verso il centro della circonferenza, come si verifica facilmente.
11 vettore accelerazione &:

.yt v
a=—st+—n=0+
P p

quindi I’accelerazione & solo centripeta

n:Rm?(—cos%i—scn%j}L o’ (P-0) (4.23)

— Vettore accelerazione centripeta
— Vettore velocitd tangenziale

Abbiamo visto che il moto circolare uniforme & la composizione di due moti armonici su 2 assi
ortogonali.

In generale si ha:

DEFINIZIONE DI MOTO COMPOSTO

Dati n punti P , i=1, 2,....n, Pi=Pj(1), si definisce moto composto il moto del punto P definito da

1=

P-0=3(P-0) e v=3v, , a=
1=l i

=1 i

: g (4.24)
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Esempio 4.3 Composizione di moti: moto elicoidale

Come esempio consideriamo il moto elicoidale uniforme

Si chiama moto elicoidale uniforme il moto composto da un moto circolare uniforme e un moto
rettilineo uniforme su una retta perpendicolare al piano della circonferenza e passante per il suo
centro.

OM = DPo =r

Introdotta una terna di assi cartesiani Oxyz consideriamo un punto P; che percorre una
circonferenza di centro O e raggio R nel piano xv e un punto P; che si muove di moto rettilineo
sulla retta r coincidente, con ’asse z, con velocitda z, =v, (1) (orientato in modo tale che rispetto ad
esso sia levogiro il verso di percorrenza di P sulla circonferenza). Supponiamo che all’istante
iniziale P; si trovi sull’asse delle x e P; coincida con O.

~N

—
=
=

¥

Pty

P:(o)=0

3
]
=

]

Figura 4.4 Moto Elicoidale

Introdotta una terna di assi cartesiani Oxyz consideriamo un punto P che percorre una
circonferenza di centro O ¢ raggio R nel piano xy ¢ un punto P> che si muove di moto rettilineo
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sulla retta r coincidente, con 1'asse z, con velocita z; =v,(t) (orientato in modo tale che rispetto ad
ess0 sia levogiro il verso di percorrenza di Py sulla circonferenza). Supponiamo che all’istante
iniziale P; si trovi sull’asse delle x e P, coincida con O (vedi Figura 4.4),

Se (R, () sono le coordinate polari di Py, e 72 la coordinata di Pz si ha da (4.24):

P-O=(P;-0) + (P>-O) =Reos @i+ Rsengj + z2k P, Zs P(x.y.z)

8]
Py

¢, proiettando sugli assi, si hanno le equazioni parametriche della traicttoria di P
: x(t) = Reosg(t)
4 ¥(t) = Rseng(t)

1 1
|z, (t)=[v,(t)dT
L o
Poiché risulta x> f =R’ ne consegue che il punto P si muove sulla superficie del cilindro

circolare retto di asse z e raggio R.
Le componenti del vettore velocita v del punto P sono:

;( =-R (.psencp

v i . : [ .2
y=Ropcosp = v=—R@senpi+ R peospj+ vk, |v| = \"IRE ¢ + \f
zZ, =V,

Il terzo coseno diretiore del veltore velociia é:

| cos vk | - =7|7\:.3
|\-’| ] a2 .
1\|IR‘ @ +v,

Perché la traiettoria di P sia un’elica di tale cilindro occorre che la tangente alla traiettoria in
P formi un angoloe costante con I"asse z, ciog, il terzo coseno direttore del vettore velocita,

Y
cos vk, sia costante,
Ne segue che la traicttoria descritta dal punto P nel moto composto ¢ un’elica cilindrica sc ¢ solo
se sono costanti la velocita angolare e la velocita del moto lungo asse . Quindi dovranno
essere uniformi 1 motl componenti: il moto composto da un moto circolare uniforme e un moto
rettilineo uniforme € un moto elicoidale uniforme.
Si ricorda che il passo dell’elica é la distanza tra 2 successive intersezioni della curva con una
medesima generatrice. In questo caso € uguale allo spazio L percorso dal punto Ps nel tempo

s i : £ ; ; e i 2z
impiegato da Py per compiere un intero giro della circonferenza e cioé in un periodo T=—
@

R 2n %
Sara quindi: L =—v, con o=@ =coslanle .
14}
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4.2 Moti Rigidi

[l moto di una sistema di punti P; i=1,....n, rispetto ad un prelissato sistema di riferimento, resta
determinato dal moto dei singoli punti. Ricordiamo che, come visto nel paragrafo 3.6, si definisce
moto rigido di un sistema di punti quello durante il quale si conservano inalterate le mutue
distanze fra i suoi punti (vedi formule (3.17), (3.18) ). Ogni sistema che si muove di moto rigido é
detto sistema rigido (corpo solido in cui sono trascurabili le deformazioni). Abbiamo anche
verificato che un sistema rigido ha 6 gradi di liberta ¢ cio¢ la sua configurazione, istante per
istante, viene determinata da soli 6 parametri indipendenti

Quindi, per descrivere il moto di un tale sistema rispetto ad una terna [issa Z di origine Q e assi
&.n, ¢ diversori i, j°, k*, non dobbiamo necessariamente scegliere sei coordinate di suoi 3 punti
ma bastano 6 parametri indipendenti.

Per esempio possiamo scegliere una terna cartesiana ortogonale S con origine in un punto O del
corpo e gl assi x,v.z, di versori i, j , k, nigidamente collegati ad esso, la cosiddetta terna solidale,
che si muove insieme al sistema. Il moto ¢ quindi rigido se ogni punto del sistema mantiene
inalterate le sue coordinate rispetto a S. Risulta quindi che il moto del sistema materiale rispetto a
¥ éindividuato dal moto della terna solidale S rispetto alla terna fissa X.

La posizione della terna solidale S rispetto alla terna fissa ¥ pud essere individuata dalle 3
coordinate x,, y,.z, dell’origine O di S e dai 9 coseni direttori degli assi orientati della terna

mobile x,v,z rispetto agli assi £, 7, {" della tema fissa. In realta le sei relazioni tra i versori

ij=i-k=j-k=0

e

irizjrj=k k=1

riducono a 3 i coseni direttori indipendenti che, insieme alle tre coordinate dell’origine O, possono
costituire le 6 coordinate Lagrangiane atte a descrivere il moto della terna solidale al sistema rigido.
Nel paragrafo seguente diamo un esempio di scelta di 3 opportuni angoli che ricoprono il ruolo di
tre delle sei coordinate Lagrangiane.

4.3 Angoli di Eulero

Spesso conviene usare, accanto alle tre coordinate dell’origine O della terna solidale, 3 angoh
speciali detti angoli di Eulero.

Associamo alla terna mobile S una terna X7 con origine in O e gli assi paralleli a quelli della terna
k' Ak
k' ~k

fissa X sia n il versore della retta intersezione dei pianiz=0e {° =0 ,n=

( k' Ak # 0= zel non paralleli, non distinti ) detta lintea dei nodi e siano @ e w gli angoli che

essa forma con gliassi & ed x; sia inolire & I'angolo formato tra I’asse z e ’asse ¢ °.
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Gliangoli @ , ¢ e 7, sono i cosiddetti angoli di Eulero che da soli bastano ad individuare
’orientazione della terna solidale rispetto alla terna fissa. Infatti. & possibile far coincidere le due
terne mediante tre successive rotazioni (vedi i richiami sulle matrici di rotazione formula (1.12)bis,

Figura 4.6 Angoli di Eulero

In Figura 4.6 & mostrato I"orientamento di una terna solidale S (Oxyz) rispetto alla tera
TOE 77, ¢) fissata, per comodita, con Iorigine coincidente con I"origine di $ ¢ gli assi che si
mantengono paralleli a quelli della terna fissa Z(Q &,1,{)

Per passare da £° ad S: partiamoda Z°(0&7'¢) ed S (Oxyz) coincidenti,
1} facciamo ruotare la terna solidale rispetto a quella fissa di un angolo @ (0=@<27), detto

angolo di precessione, in senso antiorario intorno all’asse ¢ che poria 1'asse £ a
coincidere con la linea dei nodi x| (e I'asse #' su y;), come in Figura

e componenti (e cioé i coseni direttori) dei versori iy, j; 5 kg, della terna solidale cosi ruotata,
0x| ¥ 21, rispetto a quella fissa X’ soddisferanno alla seguente relazione

i, = cosgi'+sengj’'
§, = —sengi'+cosoj’
k=K
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che, in base alla (1.12),; , s pud scrivere

i, ) (i)
iv | = Ae[j'J , i = linea deinodi n
Kk )I K'
con
cosg seng 0
Agp = -seng cosg@ 0
0 0 1

2) Tenendo fisso I'asse x, , facciamo ruotare la nuova terna Ox,yz; | dell’angolo #(0=@0=x)
detto angolo di nutazione | in senso antiorario attorno all’asse x;(linea dei nodi) che portera "asse
7 a coincidere con 1l nuovo asse z; ¢ 'asse yy nella nuova posizione y;,

z

Con analoghi passaggi si perviene alla matrice di rotazione da Ox,y1z; a Oxzyzz

1 0 0
Ag = 0 cosf sen®
0 -senf cos#

3) Infine, tenendo [isso I'asse z» , facciamo ruotare la terna ottenuta Oxzyszs di un angolo
(0= w < 2x), detto angolo di rotazione propria, in senso antiorario rispetto all’asse z> che
portera la linea dei nodi n (asse x;=asse X; ) a coincidere con I'asse delle x di S ¢ di
conseguenza ’asse y» con ’asse y , e olteniamo la terna S di partenza come in Figura 4.6.

107



ELEMENTI INTRODUTTIVI ALLA MECCANICA RAZIONALE

GIULIANA LAURO

Con analoghi calcoli si ottiene

cosy seny 0
A= -seni  cosyp 0
0 0 1

Quindi la matrice di trasformazione dalla terna fissa a quella solidale sara:

A=A AA, -
cosypcost —singeosdsiny —cospsiny —singpcosteosy  sin@sind
singpeost +ecosypeos?siny —sinpsiny + cospeosdeosy) —cospsind
sin/ sin ¢* sin v/ cos cos
i i’

I tre angoli di Eulero ¢ le tre coordinate dell’origine O della terna solidale rispetto a quella fissa
costituiscono una possibile scelta di 6 parametri indipendenti atti a caratterizzare istante per

istante i1l moto del sistema rigido rispetto ad una terna [issa.
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4.4 Formule di Poisson

Abbiamo visto nel paragrafo 3.6 che un sistema rigido libero di muoversi nello spazio ha 6 gradi
di liberta in quanto il moto di ogni suo punto resta determinato da quello di soli suoi tre punti
non allineati P; P; e P;. Fissata allora una terna fissa X di origine Q e assi &£, 7, ¢ di versori i,
j’» k', a cui vanno riferite le configurazioni del triangolo di vertici P; P; e P; durante il moto del
sistema, consideriamo una terna S che abbia:

a) lorigine O coincidente con Py

b) il versore i = vers(P; — Py),

¢) il versore k =vers[(P:—Py) A(P: - Py)|
d)il versore j=Kk A i

E’ evidente che tale terna § = Oxyz, di versorii, j e k, & solidale al sistema rigido considerato: lo
spazio riferito ad S & detto spazio solidale e dunque determinare la posizione del sistema rigido,
istante per istante, equivale a determinare la configurazione della terna solidale S rispetto a quella
fissa £2.

Quindi, si comprende come la velocita rispetto a €0 di un punto P di S dovra esprimersi attraverso
la velocitd v(O) dell” origine O di S e di un altro vettore che esprima come variano nel tempo i
versori solidali i(t), j(t) e k(t).

Come gid osservato, essendo il versore un vettore di modulo costante la sua derivata rispetto al
tempo & ortogonale al versore stesso (vedi formula (4.14), e quindi per 1 tre versori della terna fissa

risulla :
E.i:i) ﬂoj:(} d—kok:O (4.25)
dt dt dt

Vale il seguente :

TEOREMA 4.1 In ogni moto rigido esiste uno e un solo vettore o dipendente solo dal tempo e
non dalla scelta della terna solidale per cui risulta

di—wAi dj—wx\] dk—wx\k 426
dt dt dt (+26)

Le (4.26) sono le cosiddette formule di Poisson di cui omettiamo la dimostrazione. E” immediato
verificare che esse soddisfano le (4.25).

Le formule di Poisson sono fondamentali per 1a conoscenza del vettore velocitd di un qualsiasi
punto P del sistema rigido.

Consideriamo, infatti, il vettore posizione (P-0) del punto P nella terna solidale, essendo un vettore
solidale, esso sara di modulo costante in S. Si ha:

(P-0) = xi +yj +zk

%—%=x% +y% +y(31—l:=xw/\i+ywz\j+zmz\k= a(P-0)

viP)=v(O)+w A (P-0) (4.27)
La formula (4.27) ¢ detta formula fondamentale dei mofi rigidi ¢ i vettori v(0) e © sono detti

vettori caratteristici del moto rigido, con riferimento al polo O & la formula piu importante per lo
studio della meccanica dei corpi rigidi.
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Essa si puo leggere dicendo che la velocita di un qualunque punto P di un rigido & nota

non appena si conoscono la velocita di un qualsiasi altro punto prefissato del rigido v(O) e il

vettore o

1l vettore @ & detto velocita di rotazione della tema solidale S rispetto alla fissa Z, infatti, in
accordo con le (4.26), esso gode della seguente proprieta: Condizione necessaria e sufficiente
affinché i versori solidali siano costanti (rispetto a X) durante il moto é che sia @ = 0. In tal caso
la terna solidale trasla rispetto alla terna fissa in quanto le direziom dei versori degli assi
rimangono costanti, paralleli a se stessi, ¢ 1 moti rigidi sono detti traslazioni,

Dalla definizione di moto composto data nel paragrafo in precedenza possiamo dire che il pin
generale moto rigido dato da (4.27) é la composizione di un moto traslatorio di velocita w(0) e di
un moto circolare di velocitd @ A (P—0) ( vedi formula (4.19)) .

Ne consegue che il piti generale moto rigido & un moto rototraslatorio.

L’ facile dimostrare che un moto descritlo dalla (4.27) é un moto rigido. Infatti, siano P, e P> due
punti del sistema il cui moto soddisfa la (4.27) allora risulta:

V(P) = ¥(0) + 0 A(P,-0) € v(P) = W(O) + 0 A(P,-0)
sottraendo membro a membro  si ha

v(P)-¥(P2) = @A (P -B))
moltiplicando scalarmente ambo | membri della per (P4-Pi) si otticne:
[v(P1)-v(Py)] * (P-P2) =0 (4.28)
Si verifica immediatamente che la (4.28) cormisponde alla denivata rispetto al tempo della relazione:

(P1-P,)* = cost
corrispondente alla condizione di rigidita.

Nota Bene

Lalegge di Poisson (4.27) di distribuzione delle velocita dei 1 punti del corpo rigido in un dato
istante fornisce il cosiddetto atto di moto. Ad ogni punto dello spazio essa associa, in ogni istante,
una velocita, e precisamente la velocita di quel punto materiale che, nell’istante considerato, si trova
a passare per quel punto dello spazio. Questa descrizione & particolarmente utile nel caso del moto
dei fluidi.

Questo modo di affrontare lo studio del moto di un sistema di particelle & detto punio di visia
euleriann, che verrd utilizzato in queste Note, e consiste nell’analizzare lo stato dell’intero sistema
(e non di una singola particella) in un istante fissato del tempo. A questo scopo si fissa uno spazio
di controllo e si misurano nell’istante considerato le accelerazioni, le velocita ¢ le posizioni delle
particelle che fransitano per lo spazio di controllo in quell’istante.
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L.*approccio euleriana si distingue da quello cosiddetto lagrangiano o molecolare che consiste
invece nel seguire, istante per istante, una particella del sisterna individuandone accelerazione,
velocita e posizione (quindi traiettoria e legge oraria del moto) in ogni istante di un intervallo di
tempo finito.

Ribadiamo che Iinsieme dei vettori velocita (distribuzione delle velocitd) culeriane, relative ad uno
spazio di controllo e ad un certo istante di tempo, si dice atto di moto del sistema considerato.

4.5 Classilicazione dei moli rigidi. Asse di Mozzi

E’ molto interessante notare che la formula (4.27) ¢ formalmente identica alla legge (2.3) di
variazione del Momento Risultante di un sisterna di vettori applicati al variare del polo:

M(P) = M(O) + (O-P)AR
o equivalentemente

M(P) = M(O) + R ~ (P-0)
¢ formalmente identica a

¥(P) = ¥(0) + & A (P-0)

ove si identifichi v(P) con M(P) , v(O) con M(Q) ¢ © con il risultante R.

Quindi tutte le conseguenze dedotte per lo studio del modo di variare col polo del momento
risultante di un sistema di vettori applicati possono essere applicate allo studio del modo di variare
della velocita di un punto qualsiasi di un sistema rigido.

Quindi:

a) se =0 risulta dalla (4.27) v(P) = vw(0) ¥ Pecioé tutti i punti hanno lo stesso vettore
velocitd e quindi le tangenti alla traiettoria sono sempre parallele tra loro.
(Se R=0 , M(0) & indipendente dal polo O)
Dalle formule di Poisson risulta che i versori degli assi della terna solidale sono costanti nel tempo.
Le traiettorie descritte dai punti sono tutte uguali fra loro e tali che in ogni istante le tangenti a
punti di esse sono parallele fra loro.
L annullarsi di @ costituisce una condizione necessaria e sufficiente perché il moto sia traslatorio

b) w=0

Moltiplicando ambo 1 membri della (4.26) scalarmente per @, risulta

viP)rw = v(0): ®w, VP (4.29)
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La (4.29) defimisce 1l cosiddetto invariante scalare cinematico.
(analogo all’invariante scalare nel caso dei Sistemi di Vettori applicati)
E quindi 1l componente, v . del vettore velocitd nella direzione parallela ad @ & lo stesso per tutti

1 punti:
v, =[v0) e]Z , vP (4.30)
i3]

La (4.30) definisce il cosiddetto invariante vettoriale cinematico.
M (= nd:{:)—szR nel caso di un sistema di vettori applicati ]

(Notiamo che che w(0) - versw= v(0) - 2 ¢ la componente di v(0) lungo la direzione di @ e
@

quindi, per ottenere il vettore componente v, devo moltiplicare ancora per vers@.)

Come nel caso della legge di variazione del Momento Risultante di un sistema di vettori applicati,
si puo dimostrare che se @ # 0 esiste una retta parallela ad © i cui punti sono i punti del sistema
rigido che hanno tutti la stessa velocitd parallela ad w e data dal vettore v .
Tale retta, luogo dei punti P con la stessa velocita parallela ad o data dalla (4.30), & detta asse
istantaneo di moto (o asse di Mozzi) di equazione (analoga alla (2.13)):

P-0=WAVO) 43w ke R (4.31)

w
Nel caso in cui I'invariante scalare & nullo in un certo istante i punti dell’asse di Mozzi sono

istantancamente fermi, in quanto v, =0, ¢ quindi 'asse di Mozzi si chiama asse di istantanea
rotazione: tutti i punti al di fuori dell’asse appartengono a traiettorie circolari.

Infatti, se un punto O appartiene a tale asse, risulta v(0") = 0 ¢ quindi dalla formula
fondamentale della velocita (4.26) si ha
v(P)= wA(P-0") VPe all'asse di Mozzi
corrispondente all’espressione (4.19) della velocita di P in un moto circolare.
Quindi per un punto P non appartenente all’asse di moto, risulta

viPl=wA(P-Q+Q-0)=wA(P-0Q)

con @ proiezione del punto P sull” asse di Mozzi di istantanea rotazione, essendo (Q-07) parallelo
ad ®.
Per Vortogonalita di @ e di (P-Q) risulta
Fi4
| viP) |=|(0|rscn E=|c-:r|r con 1'=|(P-Q_)

tipico del moto circolare
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In tal caso diremo che 1’atto di moto é rotatorio intorno all’asse di Mozzi all’istante ¢ considerato
(o che il moto & rotatorio per ogni f se la direzione di @ & costante).

Verifichiamo che in tal caso 1l vettore @ & esprimile tramite la denvata rispetto al tempo di un
angolo come definito dalla (4.18)* nel moto circolare.
Se scegliamo ['asse z, di versore k, della terna solidale coincidente con I’asse di Mozzi e parallelo

all’asse £, di versore e;, della terna fissa e se denotiamo con 0(t) Pangolo tra i versori degli assi

& e x , risulta:

r y
X
0
o g
-~
a » -
i=cosO(L) et senfes j =-senB (et cosO(t)er, k= e (4.32)

Le (4.32) possono cssere scritte in forma maltriciale come:

(i e
: I =AMy e,
Lk €5/

cosO sen® 0
Ay =|-senf cosB 0
0o 0 1)
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Derivando rispetto al tempo il versore i, risulta;
di - i
— =0(-senlle, +cosbe,)=0]
dt
x w iz i
e quindi —l-j=9
dt

Sia o(w,.0,.0,), risulta

di o . i gy

-d—',]=UJAl'j=|(,0xl+(l)yj+(l),k|/\1.]=(l),
L

di .

e quindl @,= —-j=0
t

Inoltre, poiché dik =0, segue che wak=0 e cioé 0, =w, =0, equindi ©=0k.
t :

Quindi la rotazione del sistema rigido avviene intorno alla retta solidale parallela a k = e; parallela
alla velocita angolare o, cioé intorno all’asse di moto.

Nel caso in cui I'invariante scalare non sia nullo e @ #0 , 1 punti dell’asse di Mozzi hanno la stessa
velocita v, e quindi I’asse di Mozzi trasla su se stesso: I'atto di moto risulta allora essere

elicoidale in quanto composto da un moto rettilineo per i punti appartenenti all’asse e uno
circolare intorno ad esso per 1 punti fuori di esso:

viP)= vy, + ®A(P-0) VOe all'assee P 2 all’asse

Pin generalmente , se in un istante si ha  # 0 si parla di atto di moto di rotazione quando
1=v(0)+ w=0,e di atto di moto elicoidale se /=+v(0): w = 0.

4.5.1 Un esempio di composizione di moti rigidi: moto di precessione

Un molo rigido si dice moto di precessione se esisie un punto () dello spazio solidale che si
mantiene fisso durante il moto e inolire esiste una retta solidale e con il corpo, e passanie per (),
che ruota attorno ad una refta fissa rispetto all osservatore, formando con essa un angolo costanie.

La retta fissa rispetto all’osservatore prende il nome di asse di precessione ¢ la retta solidale con il
corpo che forma un angolo costante con essa si dice asse di figura.
E’ utile, in questo caso, scegliere le origini della terna solidale e O della terna dell’osservalore,
coincidenti tra loro e nel punto fisso del moto. Identifichiamo I’asse solidale z con I'asse di figura ¢
I’asse ¢ con I'asse di precessione e sia 6 I’angolo costante compreso
Dalla definizione risulta

cosd=k-e, = costante
e quindi derivando si ottiene

€ vd—kze_, wak=0
dt

cioé i tre vettori sono complanari e quindi possiamo scrivere

w=mpe3t+ark
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Questo risultato s1 pud commentare nel modo seguente: in un moto di precessione Ia velocita
angolare ¢ costituita da due componenti, di cui una lungo 1'asse di precessione, wp €3, e I'altra
lungo 1’asse di figura, of k.

La prima componente, che abbiamo denotato con wp, prende il nome di velocita

angolare di precessione e la seconda, denotata con wf, si dice velocita angolare di rotazione propria
Un moto di precessione, poi, si dice regolare se wp e wf sono costanti.

La Terra possiede un moto di precessione: il suo asse di rotazione ruota lentamente (con un ciclo di
25.800 anni) intorno alla perpendicolare al piano della sua orbita, rispetto alla quale é inclinato di
circa 23°27

piana dell’orbita

terrestra

4.6 Moti rigidi piani. Centro di Istantanea Rotazione
Un moto rigido si dice piano se i vettori caratteristici del moto v(0O) e ® sono tali che

1) w ha direzione costante rispetto alla terna fissa.
Hv(i0)r =0, v(O) 40

Quindi per la 1) esiste un versore fisso (0 solidale), scegliamo per esempio il versore dell’asse k,
tale che @ Ak =0 ad ogni istante di tempo. La seconda proprietd equivale a richiedere che la
velocitd di O, e quindi le velocita di tatti i punti del sistema rigido, siano normali alla direzione di
® ¢ quindi appartengono a piani paralleli aventi tutti la stessa giacitura ortogonale ad ©
Infatti da

v(P)=v(O)+m A (P-0)
moltiplicando scalarmente per o, si ottiene

viPyo=wA(P-0)-w=0

Inoltre, tutti i punti che si trovano su una retta parallela ad o hanno la stessa velocita.
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Infatti, siano P e P* due punti appartenenti ad una retta parallela ad o, allora risulta:

V(P)-v(0) =& A (P—O)
V(P -v(0) = w A (P-0)
Vv(P)-v(P')=w A (P-P')= v(P)= v(P')

Quindi, la velocita di ogni punto del corpo & uguale alla velocita della sua proiezione ortogonale su
uno dei piami paralleli fra loro e ortogonali alla direzione di @ . In particolare quindi alla proiezione
ortogonale sul piano solidale fisso ortogonale a k

?(o

—/

Lo studio del moto & quindi riconducibile ad un problema in due dimensioni, ovvero allo studio del
moto di una figura rigida piana nel suo piano.

Possiamo anche dire che un moto rigido s1 dice piano quando & possibile trovare un piano solidale
con il corpo che, durante il moto, si mantiene parallelo ed ad un piano solidale con I'osservatore.
Tale piano si definisce piano rappresentativo del moto.

Senza perdere di generalita, possiamo scegliere la terna solidale S ¢ la terna fissa X con i piani { =
0 e z = 0 coincidenti rispettivamente con il piano fisso e con il piano mobile, come in figura:

3

-

Poiché, come é evidente, nei moti rigidi piani risulta nullo I'invariante scalare
I=v(0) =10

e quindi, se w=0 Iatto di moto é rotatorio intorno all’asse di Mozzi, asse di istantanea

© ~0).
.

rotazione, 1 cul 1 punti hanno istantaneamente velocita nulla (v, = [V(O)-m]
@

I’intersezione di tale asse con il piano rappresentativo del moto , si chiama centro istantaneo di
moto o centro istantaneo di rotazione , C, per il quale risulta v(C)=10 all’istante considerato.
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In generale, la posizione di C varia nel tempo; il luogo descritto da C, rispetto ad un

osservatore fisso, e’ detto la base del moto; lo stesso luogo, descritto da un osservatore solidale

e’ detto la rulletta del moto; si dimostra che base e rulletta hanno in comune nel punto C

la tangente, e che la rulletta rotola senza strisciare sulla base.

La base e rulletta sono chiamate anche le polari del moto. Le polari caratterizzano il moto dal punto
di vista geometrico.

Con riferimento al centro C si ha;

v(P) (1) = W(O)(1) + oa(t) A(P(1) - C(1)) = o(t) A(P() — C(D) (4.33)

eciog vale il Teorema di Chasles: La retta perpendicolare alla traiettoria in P passa per il centro
istantaneo di rotazione C(t) all’istante t considerato.

Nel caso di moti traslatori, cioé nel caso di w =0, il punto C non & definito. Lo si individua

solitamente come il punto improprio della direzione ortogonale alla velocita comune dei punti del
piano solidale.
‘]‘ o

b
v(P)

Da notare che la (4.33) ci dice anche che il generico spostamento rigido piano & considerato come
rotazione attorno al centro C stesso & non pin come spostamento roto-traslatorio

Nelle applicazioni, pud essere utile determinare i1 centro C senza dover prima calcolare 1l moto,
esempi:

(i) se esiste un punto fisso O, cioé se il moto & di precessione allora C coincide con O,

(ii) se sono note le direzioni, non parallele, delle velocita w(P) e w(QQ) di due punti P e Q del sistema
rigido, C & il punto di intersezione tra le perpendicolari a v(P) e v(Q) condotte per Pe Q. in
conseguenza del teorema di Chasles.

i) l

Figura 4.6 Conseguenza del Teorema di Chasles
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4.7 Diagramma degli spostamenti elementari in un moto Rigido Piano

L’ipotesi di piccoli spostamenii consente di assumere che gli spostamenti siano cosi piccoli da poter
ritenere infinitamente prossime le posizioni iniziale e finale occupate dal sistema rigido corpo.
Conseguentemente, gli spostamenti sia traslatori che rotatoni diventano quantiia mjm;fmmre che
comportano notevoli semplificazioni nella descrizione del moto. Questa ipotesi & giustificata dal
fatto che gli spostamenti delle strutture reali devono essere effettivamente limitati per garantire la
funzionalita in esercizio delle strutture stesse, ad esempio, un solaio non deve subire inflessioni
eccessive sotto I’azione del peso proprio e portato.

Dalla formula fondamentale del moto rigido, “moltiplicata™ per I'intervallo di tempo infinitesimo
dt:

v(P)di = v(O)di + wdt A (P-0)
olteniamo
dP =dO + de ~ (P-() (4.34)

definito come spostamento rigido elementare .

Nella (4.34), nel caso dei Moti Rigidi Piani, risulta de — db k, con kil versore dell’asse di
istantanea rotazione,

Conoscendo le coordinate del centro assoluto di rotazione C e "angolo di rotazione finitesima dé
dello spostamento rigido piano di un qualunque sistema rigido & possibile conoscere lo spostamento
di tutti 1 suoi punti.

Dalla (4.34) con O = C e quindi d(O) = O, risulta:
dP =dB [ - (yr—yo)i +(xp—xc)j | (#.35)
avendo indicato con d 0 la rotazione infinitesima.

E” interessante ricavare la relazione (4.35) mediante considerazioni geometriche che conducono alla
costruzione del cosiddetto Diagramma degh Spostamenti. Nella Figura 4.7 sono evidenziati 1
diagrammi delle componenti cartesiane di uno spostamento del generico punto P di un rettangolo che
ruota intorno al centro di istantanea rotazione C.

Sia P (xp, yp) un punto qualsiasi del rettangolo e
C(x., ye) il centro di istantanea rotazione,
Nell’intervallo di tempo infinitesimo dt il punto P si
¢ spostato 1n verso antiorario di dP = sp per effetto
di una rotazione infinitesima intornoa C . La
lunghezza del vettore sp & I"archetto infinitesimo,
|P(I|dt] . di circonferenza di centro C e raggio |P{.‘| :

Xp che sottende I'angolo infinitesimo do e
Figura 4.7 DIAGRAMMA degli Spostamenti approssimato quindi dalla relativa corda.
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Detti C, e Cy i punti proiezione di C sull” asse x e sull’asse y rispettivamente, si vede chiaramente
dalla figura che le componenti cartesiane del vettore spostamento sp corrispondono agli archetti vp ¢
1p descritti dalla rotazione del punto sull’asse x di coordinata xp intorno al punto Cy , di coordinata
Xc , e della rotazione del punto sull’asse y di coordinata yp intorno al punto Cy di coordinata ye.

In altre parole, & sufficiente proiettare il centro assoluto di rotazione del corpo sull“asse x (y) del
riferimento adottato ottenendo il punto C, (C,} e. quindi, ruotare I’asse x (y) attorno a C, (C,)
dell’angolo dB. Le ordinate e le ascisse degh assi ruotati formscono le componenti cartesiane degh
spostamenti dei punti del corpo .

Quindi

dP=sp= -upi+vej , up=|yp-yJd) €ve-|xp-x|d0 eritroviamo la formula (4.35).

Nota che abbiamo usato il fatto che |yp —y,| il raggio di rotazione di angolo df del punto di coordinata yp

sull"assc y intorno al punto Cy e analogamente per |};P—X‘.

La formula (4.35) & fondamentale nel calcolo delle reazioni vincolar esplicate su una trave quando
si usa il Principio dei Lavori Virtuali.

4.8 Base ¢ Rulletta

Al variare del tempo il Centro di Istantanca Rotazione C non &, generalmente, lo stesso, ma cambia
in quanto, se in un istante t era un certo punto del corpo ad avere velocita nulla, in un istante
successivo sara, generalmente, un altro punto del corpo ad avere velocita nulla. 1l centro coincide
sempre con lo stesso punto del corpo solo se il corpo ruota attorno ad un asse fisso: in questo caso
non solo I'atlo di moto, ma il moto come tale é rotatorio e il centro fisso & 'intersezione dell’asse
fisso con il piano del moto.

E’ utile considerare, a questo punto, "insieme di tutti i centri di istantanea rotazione al variare del
tempo t. Tale insieme rappresenta un luogo geometrico caratlerizzato dal parametro tempo, cioé
una curva, Va sottolineato 1l fatto che si ottengono due curve distinte a seconda che si defimisca tale
luogo geometrico rispetto al sistera di assi dell’ osservatore del moto del corpo oppure rispetto ad
un sistema di assi solidali con 1l corpo stesso.

Si dice base la curva descritta dal centro di istantanea rotazione rispetto
al sistema dell osservatore.

Si dice rulletta la curva descritta dal centro di istantanea rotazione
rispetto al sistema solidale con il corpo.

Le due curve sono tangenti in C durante il moto.
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Dal punto di visia geometrico le due curve si possono pensare generate da C pensandolo come un
punto geometrico che ha una sua individualita. 11 centro C, come punto geometrico che descrive le
due curve appena definite, si muove sia rispetto al sistema dell’ osservatore (sistema assoluto), che
rispetto al sistema solidale con il corpo (sistema relativo).

e

La base ¥ & una curva fissa rispetto all’osservatore, la rulletta A (t), solidale al piano

mobile, rotola senza strisciare sulla base avendo come punto di contatto il centro C di istantanea
rotazione (v(C)=0).

In figura si vede che all’istante t*, successivo a t, il punto C di contatto tra le due curve & cambiato
e 1l precedente punto di contatto relativo all’istante t & ora in una diversa posizione sulla curva
A(t"). Abbiamo dunque un problema di cinematica relativa per il punto C *¥,

4.9 Richiami di Cinematica Relativa

Sia P un punto mobile sia rispetto al sistema di riferimento fisso X (£ ENn{) che al sistema di
riferimento S (Oxyz) mobile rispettoa X

Si dice moto relativo 1l moto del punto P rispetto al sistema S. Indicate con (x, vy, 7} le coordinate
del punto P nel sistema S, si chiama velocita relativa

vr(P)= xi+tyjtzk

Si chiama velocita di trascinamento la velocita di quel punto dello spazio solidale S su cui il
punto P transita nel dato istante, e quindi:

vi(P)=v(0) o A(P-Q)
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ciog, la velocitd di trascinamento & data dalla formula fondamentale dei moti rigidi valida per lo
spazio solidale S.

Se ora deriviamo 1l vettore posizione P-O = xi+y j+zk rispetto alla tema fissa I, otteniamo

g (zt_o)z;i+;'j+;k+xgt+y j{n‘i‘ =xit+yj+zk+aA(P-0)

¢ quindi
WP)-V(0) =W (P) “ o AP-0) => V(P) = vx(P) Vi (P)

ciog, vale il Teorema di composizione delle velocitd o Teorema di addizione delle velocita o
teorema di Galileo:

la velocita assoluta é la somma della velocita relativa pin quella di trascinamento.

Dove,ripetiamo, si intende per velocita di trascinamento la velocitd del punto P come se nell'istante
considerato fosse solidale con 1a terna relativa S.
Derivando successivamente vie(P) e vy (P ) si ottengono "accelerazione relativa e I'accelerazione di
trascinamento;
a,(Py=xi+yj-+zk
ar(P)=al0 ¥ wa(P=O)+walwa(P-0)]

E quindi, derivando rispetto al tempo due volte il vettore P-O rispetto alla terna fissa si verifica
che vale 1l Teorema di Coriolis che esprime ["accelerazione assoluta di P

a(P)=a, (P)+a (P)+2wA vy (P)
il termine

a.(P)=2m v, (P)

& detto accelerazione complementare o di Coriolis che non & presente se la velocitd relativa & nulla
ot

QUINDI, essendo il punto C, di istantanea rotazione, mobile sia rispetto alla terna fissa che a quella
solidale mobile, dal Teorema di Galileo avremo:

v(C) = vr(C) +vr (€)

ma poiché per defimizione di velocitd di trascinamento risulta vy (C) =0, essendo il centro quel
punto del corpo che nell’istante considerato coincide con C e questo ha velocita nulla, segue

v(C) = vr(C)

¢ quindi le due curve in C hanno la stessa tangente. Inoltre, avendo lo stesso spostamento
elementare v(C)dt = vg(C)dt non possono strisciare I'una sull“altra. Si dice quindi che in un moto

121



ELEMENTI INTRODUTTIVI ALLA MECCANICA RAZIONALE

GIULIANA LAURO

rigido piano la rulletta rotola senza strisciare sulla base fissa e che il centro di istantanea rotazione
C & istante per istante 1] loro punto di contatto (punto di tangenza). Base e rulletta si dicono anche
traiettorie polari del moto rigido piano.

Esempio 4.4 Disco che rotola senza sirisciare su una guida rettilinea

Si consideri un disco di raggio R e circonferenza v che si muove rigidamente su un piano,
rotolando senza strisciare sopra una guida rettilinea del piano. L’assenza di strisciamento implica
che il punto di contatto C tra il disco e la guida rettilinea abbia velocita nulla e quindi per ogni
punto del disco Q # C risulta v(Q)= © A(Q— C), cioé, tutti punti del disco ruotano con
velocita angolare ® intorno ad un asse di istantanea rotazione di direzione costante perpendicolare
al piano del disco e passante per C. 1l punto C & dunque il centro di istantanea rotazione.
Nell’istante considerato ¢ come se il disco ruotasse intorno al punto C, ma questo solo per un
istante, perché nell’istante successivo il centro istantaneo C si ¢ spostato sulla guida.

Nella Figura 4.8 & stato indicato con r il raggio di rotazione di un generico punto () del disco intorno
a C(t), centro di istantanea rotazione all’istante t.

Il moto rigido in esame € quindi rigido piano. L’asse di istantanea rotazione trasla parallelamente a
se stesso e parleremo quindi di atto di moto rotatorio.

Durante il moto il centro istantanco di rotazione C percorre la guida rettilinea nel sistema di
riferimento fisso, invece nel sistema di riferimento solidale il punto C percorre la
circonferenza y di raggio R. Quindi la guida rettilinea ¢ la base mentre la circonferenza ¢ la
rulletta. Se si studia la traicttoria di un punto del disco, ogni punto P sulla circonferenza v del
disco descrive una cicloide, tale moto pertanto si chiama cicloidale.

#%%¥a cicloide & una curva piana tracciata da un punto fisso su una circonferenza che rotola lungo una
retta. Le dimensioni di una cicloide sono strettamente legate a quella della circonferenza generatrice:

L'altezza massima dell'arco & pari al suo diametro

La lunghezza di un arco di cicloide & 4 volte il diametro ovvero 4 volte l'altezza

La base softostante I'arco & pari alla lunghezza della circonferenza

L'area compresa fra un arco di cicloide & 1a base & 3 volte 'area del cerchio **%%

BN

Da notare che questo & il moto realizzato comunemente dalle ruote dei veicoli su strada piana
quando lasciano su di essa tracce rettilinee

A
n
T
P 0 (0
\ G
O r"u] ’ a i
Figura 4.8
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Ogni punto interno alla circonferenza ¢ descrive una cicloide accorciata, mentre ogni punto esterno
ay, cloé ognil punto esterno a v e appartenente al piano solidale che ruota insieme alla rulletia,
descrive una cicloide allungata.

Esempio 4.5 Moto di un’asta con gli estremi che si muovono su due assi ortogonali

rulletta

g Figura 4.9

Consideriamo un’asta rigida AB di lunghezza / che & libera di muoversi in un piano, con

gli estremi vincolati a due guide lisce rettilinee ortogonali lisce rappresentate dagli assi £ ed n di una
tema fissa X di assi cartesiani di origine £2. E’ manifestamente un moto rigido piano. Il centro di
istantanea rotazione C(t) , grazie al Teorema di Chasles, si trovera nel punto di intersezione delle
rette ortogonali a tali assi nei punti A e B, Per determinare la rulletta e la base bisogna individuare
le posizioni di C(t) rispetto al piano fisso e al piano mobile xy. Poiché qualunque sia la posizione
dell’asta I'angolo ACB & retto ne consegue che il triangolo ACB & inscritto in una circonferenza di
diametro AB e cioé di raggio /2 { Quindi nel piano xy solidale all’asta 1l luogo dei punti C, centri
di istantanea rotazione, & la circonferenza di raggio /2 che rappresenta quindi la rulletta del
moto.

Analogamente | per ogm posizione di C il quadrilatero £ ACB per avere 2 angoli opposti retti, in C
einf2, ¢ un rettangolo e quindi & inscrivibile in una circonferenza avente come centro il punto
d'intersezione delle diagonali e passante per 1 vertici. Essendo le diagonali uguali risultera durante il
moto £ C=AB =1, essendo I'asta rigida, e quindi, rispetto alla terna fissa il nogo dei punti
descritto da C € una circonferenza di raggio [ che rappresenta quindi la base del moto.
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Il moto descritto dal rotolamento senza strisciamento di una circonferenza sulla parte interna di
un’altra circonferenza di raggio doppio & un particolare moto detto ipocicloidale (alla base dello
schema di funzionamento del “giunto di Holdam™)

#%%*] 'ipocicloide infatti & definita come la curva descritta da un punto P rigidamente collegato a
una circonferenza tangente internamente a un cerchio fisso che rotoli senza strisciare su di essa
(una circonlerenza che rotola sulla parte interna di un'altra circonferenza). Se il rapporio del raggio
della circonferenza esterna su quello dell’interna @/ & un numero razionale 'ipocicloide & una
curva chiusa con a/b cuspidi. Se invece a/b é un numero irrazionale la curva non si chiude mai.

P s

min=1/4 min=2/5
Nel caso particolare di ¢/ = 2, come nel moto dell’asta, il matematico Cardano (1500) dimostrd
che la curva descritta dal punto di tangenza C di Figura 4.9 ¢ una retta. Grazie a questa proprieta,
un dispositivo formato da due ruote circolari, una interna all’altra, accoppiate in modo che la ruota
di raggio R ruoti senza strisciare su quella di raggio 2R pud servire a trasformare un moto di

rotazione in uno rettilineo. Inoltre si pud dimostrare che ogni punto Q dell’asta descrive
un’ellisse (ellissograto, compasso ellittico) di semiassi di lunghezze QA e QB.

Esempio 4.6 Vettore velocita ¢ traicttoria di un punto dell’asta dell’esempio 4.5,
Determiniamo, servendoci della formula fondamentale della cinematica rigida (4.37), la velocita di
un punto Q dell’asta AB di Figura 4.9 ¢ verifichiamo che esso descrive un’ellisse.

Con riferimento al centro C si ha

Q)= @ A(Q-0)

con = -é k , C(/cos,/senb) , QB =h distanza di Q dall’estremo B | Q({/~h)cos8, hsen8),

(Q-C)="-hcosO e, +(h-/)senle,
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E quindi,
(e c, k )
v(Q)= 0 0 0 | = é{h-!)senﬁe1+ 0 cosd e,
-hcos® (h-D)sen® 0 [
\ /

Da notare che il sistema rigido asta della figura 4.9 ¢ ad un grado di liberta e si puo scegliere 0
come coordinata lagrangiana che andra determinata assegnando il moto del punto B
(ad esempio x, = vt . e cioé velocita assegnata costante e uguale a v, > 0, da cui si ottiene
v,t s v
X, =l cost = v, 1, O(1) = arccos—— ¢ Gz—fiéﬂ )
/ N.J’Z +{v,t)’

Per determinare la traiettoria di Q , essendo le sue coordinate rispetto al sistema fisso
Z(QE&ni),

£,=(/h)cosB, m ,= hsend
si ha quindi

e P |
(/-hF  h

Che & ’equazione di una ellisse con centro in £ e semiassi (/-h) e h, da cui il nome ellissografo
dato al sistema considerato.

In particolare si avra una circonlerenza se Q ¢ il punto medio dell’asta.
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5. VINCOLI OLONOMI DIPENDENTI DAL TEMPO. SPOSTAMENTI VIRTUALL
PRINCIPIO DEI LAVORI VIRTUALI

Nel caso di vincolo olonomo, liscio ¢ bilatero la reazione vincolare corrispondente risulta
ortogonale allo spostamento e quindi 1l lavoro fatto da essa risulta nullo. Ribadiamo che,
rimanendo in ambito statico, gli spostamenti considerati sono infinitesimi. Se il vincolo pud
spostarsi nel tempo la situazione si complica in quanto si deve anche considerare ['elTetto
dovuto al trascinamento del vincolo, Viene in nostro aiuto il concetto di spostamenio virtuale
e il Principio dei Lavori Virtuali che fa intervenire solo forze attive ma che, mediante un
opportuno accorgimento, fornisce un potente metodo di calcolo delle reazioni vincolari.

5.1 Spostamenti reversibili e irreversibili. Spostamenti virtuali

Riprendiamo ed estendiamo le nozioni sui vincoli viste nel capitolo 3 relativo alla Statica del
sistemi rigidi.

Ricordiamo che si dice olonomo un vincolo sulla sola posizione diun punto caratterizzabile
mediante equazioni efo disequazioni (anolonomo se 1l vincolo limita anche velocita efo
accelerazione)

Le relazioni vincolari viste fino ad ora sono state espresse da uguaglianze. In questo caso 1 vincoli
vengono detti bilateri.

Ma possiamo avere anche relazioni espresse da disuguaglianze del tipo fix,y,2) = 0 (o anche
fix.¥,z)= 0), come visto nell’esempio 3.6.

I vincoli fissi unilaterali, conducono a introdurre una ulteriore distinzione nella classificazione
degli spostamenti. Si tratta della distinzione fra spostamento reversibile e spostamento
irreversibile:
uno spostamento possibile, cioé compatibile con i vincoli, si dice reversibile se lo sposiamento
opposto a partire dalla stessa configurazione & possibile. In caso contrarvio lo spostamento si dice
irreversibile.

Se consideriamo ad esempio un punio P vincolato dalla disequazione x*+ y* = R* e che si trova
nella posizione di confine come in figura 5.1, allora gli spostamenti dP e - dP tangenti alla
circonferenza sono reversibili. Mentre lo spostamento rivolto verso ’esterno € irreversibile in
quanto I’opposto, che porterebbe il punto all’interno del disco, non & compatibile con la
disequazione vincolare,
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Figura 5.1 Spostamento elementare reversibile, irreversibile

Nota che I'angolo 8, tra la direzione della reita ortogonale alla circonferenza in P e lo
spostamento elementare reversibile dP, é di 90° mentre I’angolo con lo spostamento elementare
irreversibile dP* ¢ acuto.

Ricordiamo che I’azione esercitata dal vincolo é esprimibile mediante una forza detta reazione
vincolare che, nel caso di vincoli lisci, ha direzione ortogonale allo spostamento.

Esempio 5.1 Lavoro della Reazione Vincolare. Caso di un vincolo unilatero

Sia il moto del punto P vincolato dalla disequazione x*+" =R’ . Indicando con O I'origine della
circonferenza di raggio R, fissato un riferimento cartesiano Oxyz, il punto P(x,y) su di essa avra
coordinate polari (vedi (1.7) del paragrafo 1.3):

[x = Reosh . .
(P-0) = RcosBi+ Rsend j
| ¥ = RsenB
f=8()

Figura 5.2 Spostamenti reversibili e irreversibili
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Lo spostamento reversibile dP, tangente al vincolo (vedi (4.10)), risulta ortogonale al raggio.
Infatti:

(P-0)-dP=R(cosBi+send j ) dOR (-senB i+ cosh j) = dOR * (—cosB senb + cosf senf) = 0
Essendo il vincolo liscio, la reazione vincolare Ry & per definizione (vedi paragrafo 3.3) anch’essa
ortogonale alla circonferenza (alla retta tangente alla circonferenza) e quindi per il parallelismo tra
vettori (vedi (1.18) ) potremo scrivere

R.= hvers(P-0) , Ae R (5.1)

e quindi risulta

R, dP=0. (5.2)

Nota che , invece, per lo spostamento irreversibile dP* di Figura 5.2 risulta R,+dP* > 0 in quanio
I’angolo 8” & acuto. Infatti.

R,-dP*= R | dP"|ms 8" =0 (5.3)

In generale si puo affermare che il lavoro elementare della reazione vincolare, dI. = Ry + dP, non
¢ mai negativo se il vincolo ¢ liscio.

E’ evidente che per un vincolo bilatero e fisso ogni spostamento elementare & reversibile.

I vincoli possono anche dipendere esplicitamente dal tempo, in tal caso la relazione vincolare per
un vincolo bilatero assume la forma f{x(t),y(t).z(t):t) = 0 ( la dipendenza implicita & nelle
coordinate che sono funzioni del tempo).

In tale caso faremo una ulteriore distinzione tra gl spostamenti elementari.

Esempio 5.2 Vincolo dipendente dal tempo. Spostamento Virtuale.

Prendiamo, per semplicitd, il caso di un vincolo che lascia un solo grado di liberta,
Sia il punto P vincolato a muoversi sulla circonferenza il cui raggio a(t) € variabile nel tempo.
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fix(t)y(t):t) = () +¥ () —a’(H) =0

Figura 5.3 Vincolo dipendente dal tempo

Fissato un sistema di cartesiano Oxyz, la posizione di P & determinata, in base alle coordinate
polari di anomalia g e raggio vettore a(t), da

P - O =(x(1)i + y(1)]) = a(t){cos q(1)i + senq(1)])

Nota che la dipendenza esplicita dal tempo 1 & rappresentata dal termine a(t) e g é la coordinata
Lagrangiana angolo.

Il vettore velocita del punto P sara allora , per la regola di derivazione del prodotto,

v(P)= a(t)(-senq(t)i+ cos q(t)j)u.:|+ ;.(t)[cos qit)i+ senq(t}j)
Quindi per lo spostamento elementare avremo
dP = a(1)dq(—senq(0)i+ cosq(t)j)+ :;(t)dt{c.os q(U)i+senq(1)])
Per quanto visto in precedenza | il primo termine della somma
a(t)dq(—senq(t)i + cos q(t)j)

¢ lo spostamento tangente alla circonferenza di raggio a(t) all’istante t che denoteremo con P(t)
come in figura.
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Analizziamo il secondo termine:

e.l(t)dt(cus q(t)i+senq(t)j) = dalcos q(t)i +senq(t)j) =

[a(t +dt) —a(t)](cos q(1)i+ seng(1)j) = a(t + dt)(cos g(1)i +senq(t)j) — a(t)(cos q(t)i + senq(t)j) =
= (P-0)-(P-0)=(P"P)

dove” da * & il differenziale della funzione a(t)

Esso corrisponde al vettore (P’-P) differenza tra il vettore posizione (P’-0) di P sulla
circonferenza di raggio a(ttdt) ¢ il vettore posizione (P-0O) di P sulla circonferenza di raggio a(t).
Esso rappresenta, come & [acilmente intuibile, "elTetto di trascinamento sul punto P dovulo al

moto del vincolo.
Quindi lo spostamento elementare possibile dP sard espresso dalla somma dei due vettori:

dP = &P(1) + (P*-P) (5.4)

Nella Figura 5.3, mediante la regola del parallelogramma, & evidenziato 1] vettore somma dei due
vettori componenti.

1 primo termine viene definito spostamento virtuale ¢ si denota usando il simbolo & . Esso
rappresenta lo spostamento infinitesimo che tiene conto dei vincoli all’istante t come se poi non
variassero pin da quell’istante in poi. E’ cioé lo spostamento infinitesimo compatibile coi vincoli
“congelati al tempo 7.

Quindi, nel nostro esempio

8P (L )=a(t)dq(—sengi+cosqj) ¢ lo spostamento virtuale (tangente al vincolo in P
all’istante t).

Se il vincolo & indipendente dal tempo allora lo spostamento elementare dP coincide con lo
spostamento virtuale 6P,

Nota

1l semplice esempio considerato illustra chiaramente i concetti di spostamento virtuale ed effetto di
trascinamento del vincolo. Volendo generalizzare questi concetti e definizioni al caso di una
qualsiasi superficie vincolare occorre utilizzare nozioni sul calcolo differenziale di funzioni di pin
variabili che, per completezza, vengono di seguito riportate solo brevemente poiché 1l corso a cui
queste dispense si riferiscono & incardinato al T anno, e quindi antecedente al corso di Analisi
Matematica 2. dove solitamente vengono trattati questi argomenti.

5.4 Approfondimento su relazioni vincolari

Supponendo che le funzioni che caratterizzano 1 vincoli siano differenziabili, 1 vincol per le
posizioni si traducono anche in vincoli per gli spostamenti dP del punto.
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Infatti, nel caso di vincolo fisso cspresso dall’equazione f(P(x.y,z)) =0 allora quando il punto si &
spostato nella posizione P + dP, che sia compatibile con il vincolo, deve risultare anche che
f(P+dP)=0 e quindi

—AP+dP)- iP) =0

Dalla definizione di differenziale totale di una funzione di 3 vanabili reali otteniamo quindi;

dr= g_id +a—a:dy+g—dz—ﬂ & gradf-dP =0
dove
gradf—ﬁi-{—ﬁj-fa_jk e dP=dxi +dyj +dzk
dx dy~ oz ’

(per I'operatore grad si pud anche usare la notazione V)

Essendo 1l gradiente di f un vettore ortogonale alla superficie f{P)=0, ciog al piano tangente alla
superficie in P, ne segue che gli spostamenti elementari dP possibili, cioé compatibili con il
vincolo fisso, sono vettori appartenenti al piano tangente alla superficie espressa dall’equazione
vincolare nel punto P, essi cioé formano un angolo di 90° con il vettore gradf (ritroviamo il risultato
dell’esempio precedente sul punto vincolato ad una circonferenza il cui spostamento elementare &
tangente ad essa.)

Se il vincolo fisso & espresso da una disuguaglianza f{x,y,z) = 0 non nasce nessuna limitazione per
gli spostamenti che soddisfano la disuguaglianza stretta, dal momento che gli spostamenti sono
infinitesimi e la disuguaglianza stretta continuera ad essere verificata anche dopo aver incrementato
di un infinitesimo le coordinate del punto; mentre nascono delle limitazioni per gli spostamenti
quando si parte da un punto di frontiera (posizione di confine), per cui risulta

f(P)=0e f(P+dP) >0

quindi
df = gradf -dP 2 0 cioé |gradf]dP|cosd = 0= 6 &un angolo acuto oal pii retto

come si vede dalle Figure 5.2 e 53,

Quindi, gli spostamenti consentiti dal vincolo formano un angolo acute o retto con il vettore
gradf

(Discorso analogo se [{x,y.z)< 0 ma questa volta I'angolo & ottuso )
Infine, quando 1 vincoli sono espressi da funzioni che dipendono esplicitamente dal tempo
(evidentemente la dipendenza implicita & nelle coordinate che sono funzioni del tempo), faremo una
ulteriore distinzione tra gli spostamenti elementari.
Per uno spostamento elementare compatibile con il vincolo dipendente dal tempo, risulta:

_odl of of of ar
df=fiP + dP; 1) - f(P; 1) =0 —dx+—dy+—dz+—dt=0 & gradf - dP+—dt=0
f PR Ry Ry B ar

: i ’ : s !
dove 1l termine 3 dt tiene conto dell’effetto di trascinamento del vincolo sulla posizione di P,
t

Indicando con q (t) la generica coordinata Lagrangiana relativa alla posizione del punto P (q(t),t) nel
caso di un vincolo che lascia un solo grado di liberta grado di liberta, oppure P = P(qi(t), qz(t), 1)
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nel caso di 2 gradi di libertd , la velocita si otterra derivando rispetto al tempo questa funzione
composta di pil variabili e quindi:

dP _ dPdg +BP dP = dP

E)= dt aq di  ai n‘qq En
oppure
v(P):Q—a—Pﬂ+ ap da, | Jp d_P‘ ap - +dP

dt 9q dt 9q dt B st ag B g

Quindi dalla velocita otteniamo lo spostamento infinitesimo possibile che tiene conto dei vincoli
e della loro eventuale dipendenza dal tempo:

dp dpP

dP(q; t)= a—dq + )—dt nel caso di vincolo che lascia un grado di liberta

: JpP
dP(qu.q2;t) = .—dflu e
dq, da,

dqg, + %dt nel caso di vincolo che laseia 2 gradi di libertd
¥
Richiamando i risultati dell’esempio 5.3, dove il punto P & vincolato a muoversi sulla
circonferenza di raggio a(t) variabile nel tempo (un solo grado di liberta),
P - O =(x(0i+ y(1)j) = a(1){cos gi + senqj)

valendo la relazione

dP(q; 1) = ()—qu +(;—|:dt

il suo spostamento possibile elementale sara allora
dPq,t)= a(t)(—senqi+ cosqj)dq +a(t)dt(cos qi + senqj)

S dp : ap . : :
e quindi identificheremo con qu lo spostamento virtuale e con Tdt I'effetto di trascinamento
adq dt
del vincolo. Fine approfondimento.
Nel linguaggio degli spostamenti virtuali possiamo dire che il lavoro virtuale delle reaziom

vincolari, in presenza di un vincolo privo di attrito, & sempre non negativo, qualunque sia lo
spostamento virtuale considerato,

& = R,-8P= R [3P[cosh 20 V5P|, (5.5)

Infatti, essendo il vincolo liscio, 1a reazione R, & perpendicolare a P e quindi nel caso di
spostamenti reversibili tangenti al vincolo risulta:

dl. = R+ 8P =0 (vera anche per lo spostamento opposto — 5P)
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Nel caso di spostamenti non reversibili (vincolo unilatero) risulta

6L= R,-8P>0 ¥ &P

in quanto lo spostamento non invertibile 1", di distacco dalla superficie e diretto verso la banda
accessibile del vincolo, forma sempre un angolo acuto con la direzione di R, , per cui il prodotto
scalare ¢ positivo.

Osserviamo che il ricorso al lavoro virtuale, anziché al lavoro possibile & una semplificazione per il
fatlo che i lavori virtuali non tengono conto delle eventuali variazioni dei vincoli nel tempo.

In conclusione s pud dire:

«Per un punio materiale soggetio a vincoli lisei, le reazioni vincolari sono (ali che il lavoro da
esse compiuto per ogni spostamento virtuale & sempre non negativo. Precisamente tale lavoro
¢ nullo per ogni spostamento virtuale reversibile, mentre & positivo per ogni spostamento
virtuale non reversibile»

5.2 Principio dei Lavori Virtuali (PLV)

Consideriamo un sistema di N punti materiali Pi (i=1, 2, ...N), di massa m; soggetti a vincoli
olonomi, lisci, espressi da disequazioni, indichiamo con F; e con Ry, le forze attive e le reaziom
vincolari applicate ai punti P;, con éP; 1 loro spostamenti virtuali. Estendendo i risultati
dell’Esempio 5.1 al caso di un sistema di N punti si ha che il lavoro virtuale compiuto dalle reazioni
vincolari soddisfa la relazione:

SL. =>8L,=YR,-6P.20 VoP (5.6)

i=1 i=1

E quindi possiamo dire che:

In un sistema meccanico a vincoli olonomi e lisci, le reazioni vincoluri sono tali che il lavoro da
esse compinto, per ogni spostamento virtuale, ¢ sempre non negative. Precisamente tale lavoro &
nullo per ogni spostamento virtuale reversibile, mentre é positivo per ogni spostumento virtuale

non reversibile.

Non & superfluo rilevare a questo proposito come il vincolo di rigidita, espresso dalle (3.18), sia
olonomo, fisso e hilatero.

Dalle equazioni di moto relative ad un sistema di punti materiali

ma; =F, "Rn
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otteniamo che quando 1l sistema & m una configurazione di equilibrio, a;= 0, risulta

F.=-R, (5.7)

i wi

e quindi moltiplicando per gli spostamenti virtuali 6P, ¢ sommando 1 contributi di tutti 1 punti
materiali

sl ottiene
N
ZE S0P, 20 WP, relazione simbolica della statica  (5.8)
E nel caso di vincoli bilateri
b
ZFj 6P, =0 VoP, equazione simbolica della statica  (5.9)
i=l

Si puo dimostrare che vale 11 seguente

Principio dei lavori virtuali: Per ogni sistema meccanico soggetto a vincoli olonomi e lisci,
condizione necessaria e sufficiente per I’ equilibrio é che il lavoro virtuale delle forze attive
applicate al sistema sia non positive, per ogni spostamento virtuale del sistema

N
dL=)F 8P, <0 V3P, (5.10)

=
L ugnaglianza essendo valida nel caso di spostamenti reversibili (vincoli bilateri).

Nota che nel caso di un sistema rigido libero, poiché 1l pit generale spostamento virtuale &
reversibile e ha la forma

6P =80 + d@ ~ (P-0),
otteniamo

N
SL=YF 8P =F-50+M(0)-dm =0  ¥30 e Voo (5.11)

=l
con F e M risultante ¢ momento risultante delle forze attive.

Da quest’ultima relazione seguono facilmente le equazioni cardinali della statica per un corpo
rigido libero, infatti, da(5.10) valida V80 e Vdw, segue:

se 50=0 allora M(O)-80 =0 ¥én=M(0)=0
se w=0 allora F-60=0 VO=F=0

Questo & il motivo per cui la (53.9) viene chiamata Equazione Simbolica della Statica.
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5.3 Applicazione del PLV al calcolo delle reazioni vincolari nelle strutture isostatiche

E’ noto che una struttura costruttiva deve essere ancorata mediante vincoli fissi. Quando questi sono
in numero stretlamente sufficiente a garantire I’equilibrio della struttura si dice che la struttura &
isostatica.

Come gia visto nelle applicazioni al sistema trave, ricordiamo che i vincoli pit usati

sono;

| il carrello che toglie un grado di liberta f

la cerniera fissa

i’ (che impedisce le traslazioni orizzontale e verticale; toglie 2 gradi di liberta),

Da notare che questi vincoli sono olonomi, lisci e bilateri

In corrispondenza di ciascun movimento impedito nasce una reazione, che & la forza che il vincolo
oppone sul punto in cui & applicato per impedime il movimento che i carichi sulla struttura (forze
di carico) tendono a provocare. Il numero dei movimenti impediti dal vincolo e quindi il numero
delle reazioni da esso generate, delinisce il rango del vincolo. Cosi si dice che il carrello é un
vincolo di rango 1 (o semplice ), la cerniera fissa & un vincolo di rango 2 (o doppio).

Immaginando di eliminare il vincolo costruttivo e di sostituirlo con tutte le sue reazioni, la struttura
non cambia assetto ¢ permane in equilibrio . Su questa osservazione si basa utilizzo del Principio
det Lavori Virtuali che offre un importante strumento di calcolo delle reaziom vincolari, in quanto
esso consente di valutare la reazione esplicata da un vincolo semplice, tra quelli presenti, affinché
I"equilibrio sia soddisfatto.

Per ottenere (mediante il PLV) le equazioni alle quali devono soddisfare le reazioni esplicate da
uno dei vincoli sul sistema S in equilibrio , sottoposto a vincoli ol i, , lisci e bilateri e ad
una soflecitazione attiva, basta imporre che sia soddisfatta Vequazione simbolica della statica per
ogni spostamento virtuale del sistema S* ottenuto da S sopprimendo il vincolo considerato e
aggiungendo alla sollecitazione attiva le reazioni da questo esplicabili.
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OSSERVAZIONE 5.1 L’equazione simbolica della Statica & una equaczione scalare che quindi,
per essere risolvibile, pué contenere una sola incognita. Nel caso diun vincolo semplice si applica
direttamente in quanto ¢’é una sola incognita reazione vincolare. Nel caso di un vincolo di rango 2,
a cui corrispondono invece due incognile reazioni vincolari, & necessario sostituire il vincolo con
uno opportuno di rango 1 ¢ aggiungere la reazione mancante che & I’incognita cercata.

Esempio 5.4.1 Trave isostatica. Calcolo delle reazioni vincolari mediante il PLV

Consideriamo la struttura in figura che mostra una trave di lunghezza ! vincolata all’estremitd
A con una cerniera fissa, ¢ in B con un carrello. Nel punto C agisce una forza verticale F
discendente, essendo C a distanza a da A e a distanza b da B. C1 propomamo di calcolare la
reazione Ry del carrello in B la cui direzione & ortogonale alla direzione di scormimento onizzontale
del carrello, essendo tale vincolo liscio.

L

*

l-\B

6B diagramma degli spostamenti (paragrafo 4.7)

R
Figura 5.4

Il sistemna & isostatico e, come primo passo, rendiamo fabile la struttura asportando il carrello e
sostituendolo con la sua reazione verticale e orientata verso "alto( abbiamo lasciato al sistema un
grado di liberta). Gli spostamenti 6B e 8D sono spostamenti virtuali consentiti dalla nuova struttura
labile sottoposta alle forze F=-F j, F=0, ed Ry = Ry j. Notiamo che essendo Ry incognita non
conosciamo la sua direzione ma non il suo verso e per convenzione I'abbiamo disegnata concorde al
verso positivo dell’asse y.

1l moto infinitesimo che ne conscgue possiede le propricta di un moto rigido piano ¢ quindi
possiamo utilizzare la formula (4.35) degli spostamenti elementari con riferimento al Centro di
Istantanea Rotazione, che andra determinato.

Essendo il punte A I'unico punto fisso esso pud essere identificato con il centro di istantanea
rotazione, A= C.

Allora, rispetto ad un sistema di riferimento con I'origine in A ['asse x nella dirczione della trave
orientato verso B e ’asse v in quella di F orientato verso [’alto, ricordiamo la formula (4.35) del
paragrafo 4.7 per lo spostamento elementare di un generico punto P rispetto al centro di istantanca
rotazione:

6P =40 [- (¥p— Vel + (Xp—x, }j |
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Nel nostro caso il centro C ¢ il punto A di coordinate (0,0) ¢ i punti di applicazione delle forze
“attive” sono D e B, con yp = yp = 0, quindi si ottiene

6D =350 aj
GB=3561/j
con 56 ['angolo della rotazione infinitesima dell’asta intorno al punto A.

L’equazione simbolica della statica (5.10) fornisce allora:
GL=F-6D+Rp 6B=-Fj-80 [ajl+ Rpj-80[/j|=0
valida per ogni spostamento virtuale a partire dalla conligurazione di equilibrio.

Quindi

F
LFatRyI=0 = Ry= -2

!

Che il segno della componente lungo I’asse y della reazione Ry sia positivo dovevamo aspettarcelo
perché essa deve bilanciare il carico F diretto verso il basso.

Determiniamo adesso Ry

Ricordiamo che la cerniera in A & un vincolo di rango doppio che impedisce sia la traslazione
orizzontale che quella verticale lasciando possibile la rotazione della trave intorno ad A. Lssa &
rappresentata dalla reazione vincolare Ra = Rayi+ Ray j passante per A e quindi di momento
nullo rispetto ad A.

Per rendere labile in questo caso la struttura di partenza della Figura 5.4, sostituiamo la cerniera A
con il vincolo di rango immediatamente inferiore cioé di rango uno, carrello a scorrimento
orizzontale 1in modo da porre in evidenza la sola reazione orizzontale (abbiamo sostituito al
carrello a scorrimento verticale la reazione da esso esplicata). Le forze attive sono dunque Ryci e F

Rax
AQ p B
ey & ;é; X

L’unico spostamento rigido possibile per I’asta & traslatorio (2 carrelli orizzontali) parallelamente
all’asse x.

Dal Teorema di Chasles ,valido nei moti rigidi piani, si trova il centro C di istantanea rotazione
dall’intersezione della retta passante per A e ortogonale alla direzione di scorrimento del carrello in
A con la retta passante per B anch’essa ortogonale alla direzione di scormmento del carrello in B,
quindi essendo le 2 rette parallele tra loro e dovendo C appartenere ad entrambe si conclude che C &
il punto all’infinito dell’asse y e quindi essendo il raggio di curvatura infinito risulta che i
punti A ¢ D possono solo traslare orizzontalmente ¢ della stessa quantita, in quanto 1’asta ¢
rigida, quindi:

dA = dD=ci, con arbitrario
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Quindi, I’applicazione del PLV fornisce
BL=R, SA+F.8D=0 = ci-(R,i-F)=0=R, =0
In accordo con il [atto che non ¢’& un’altra forza orizzontale da bilanciare.
Infine, calcoliamo Rayj

Questa volta conserviamo il carrello a scorrimento verticale in A nella Figura 5.4 ¢ sostituiamo al
posto di quello a scorrimento orizzontale la reazione da esso esplicata Ry j.

Rr\ v j

Il sistema labile ottenuto & soggetto alla forza incognita Rayj applicata in A e alla F (carico) nota
applicata in D.

Questa volta la retta ortogonale allo spostamento del punto A coincide con I’asse delle x e quella
ortogonale alla direzione dello spostamento del punto B & parallela alla direzione dell asse y.

Le due rette si incontrano nel punto B che quindi, grazie al Teorema di Chasles, & 1l centro di
istantanea rotazione cercato, B = C, C(/, 0).

Gli spostamenti elementan dei punti di applicazione delle due forze saranno quindi:

8D =56 [(a—/))j]
SA=80[ (-1l

L applicazione del PLV fornisce:

BL=R, j8A+F-8D=0 = -I8BR, —(a—1)00F=0=>R,, :'{%ar‘

E il valore positivo di Ray € in accordo col fatto che Ra, j deve bilanciare il carico - F j, F=0

Esempio 5.4.2 Trave isostatica. Calcolo delle reazioni vincolari mediante il PLV.

Consideriamo una trave AE appoggiata in A, B ed E, dove in A ed E la direzione di scorrimento
dei carrelli forma un angolo di 45° con la direzione orizzontale e il carrello in B pud traslare
parallelamente all’asse x.
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La trave & caricata da una forza F inclinata di 60° sull’asse x.
Delerminare, mediante il Principio det Lavon Viruali, le reaziom vincolan R, ¢ Ry .

DATI

B AB=2m
BD=1m
DE=1m
F=10Kg

A B
Ly
DU S -

Figura 5.5
Si verifica facilmente che la trave & isostatica.
Calcoliamo Ry

Si rende labile la struttura eliminando 1’appoggio in A ¢ inserendo la forza R

Per applicare 1l PLV dobbiamo determinare gli spostamenti virtuali dei punti di applicazione A e D
di R, e di F rispettivamente. Dal momento che 11 moto della trave & rigido piano possiamo
utilizzare la formula (4.35) del paragrafo 4.7. Ci occorre quindi determinare il Centro di Istantanea
Rotazione C. Per il Teorema di Chasles esso si trovera all’intersezione delle rette ortogonali agli
spostamenti di B e di E (il carrello in A non gioca alcun ruolo essendo stato sostituito dalla reazione
da esso esplicata come indicato dal PLV):

¥
X = AH_Z_-XH

A G0

ye =- BC=-BE tgd5°=-
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Quindi
BA=80(2i-2j)
GD =50 (2 +(3+2)j)

Inoltre, scomponendo i1 vettori R4 ed F secondo gli assi cartesiani del piano xy con origine in A,
risulta:

N
1+
2 2

Rs—Ra[cos45%i+sendd”) | =R ( V2 i )

F =-10[cos 60° i+ sen 60j ] =-10 (;—n?i)

L quindi

7

L= RA(Tzi +%j Y00 (-2i -2 ) -(5i+5v3j)-80(-2i + 5j) =0

BL=80[R, (—2 -+2)+(+10-25\3)]=0

10 - 2543
Ra=
242

Calcohamo Rg

Procedendo in modo analogo, dopo aver eliminato il carrello in B nella figura 5.5, determiniamo il
nuovo Centro di Istantanea Rotazione per la struttura resa cosi labile.

Questa volta le rette ortogonali agli spostamenti dei punti A ¢ B sono parallele tra loro ¢ inclinate di
45° rispetto all’asse x. [1 Centro di Istantanea Rotazione & dunque un punto improprio nella loro
direzione comune.

45° 45°
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L’unico spostamento rigido possibile per I"asta ¢ traslatorio parallelamente alla direzione comune
dei carrelliin A ed in E.
Dal Teorema di Chasles, valido nei moti rigidi piani, si trova 1l centro C di istantanea rotazione
dall’intersezione della retia passante per A e ortogonale alla direzione di scorrimento del carrello in
A con la retta passante per E anch’essa ortogonale alla direzione di scorrimento del carrello in E,
quindi essendo le 2 rette parallele tra loro e dovendo C appartenere ad entrambe si conclude che C é
il punto all’infinito nella direzione comune ortogonale ai due carrelli e quindi essendo il raggio di
curvatura infinito risulta che i punti B e D possono solo traslare della stessa quantita nella

S e 2. V2
direzione di versore u = Tl o
Quindi si ha

dB= 6D =cu, concarbitrario
E il PLV fornisce
BL=R, -8B+F-3D=0 = c(Ry +F)-u=0

7

SL,=C(RBj-5i-5v"3_j}-(72i-%i)=U

R, =5(-3-1)
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6. ELEMENTI DI CATENE CINEMATICHE. APPLICAZIONI ALL’ARCO A 3
CERNIERE

La conoscenza del sistema degli spostamenti virtuali per un’asta vincolata ha consentito il calcolo
di una singola reazione vincolare alla volla mediante ["uso del PLV. Nel caso di 2 aste vincolate [ra
loro e all’esterno mediante 3 cerniere, Arco a 3 Cerniere, oltre ai due centri assoluti di rotazione
corrispondenti alle due cerniere fisse, va considerato anche quello relativo dovuto alla cerniera
interna mobile. In questo caso, il sistema degli spostamenti virtuali va determinato introducendo il
concetto di Catene Cimematiche che verra approfondito nei corsi di Scienza delle Costruzioni e
Meccanica Applicata.

6.1 Allineamento dei Centri di Istantanea Rotazione nelle Catene Cinematiche

Nel Paragrafo 3.9 abbiamo introdotto un sistema costituito da 2 aste rigide incernierate tra loro e
vincolate all’esterno con due cerniere [isse, una per ciascuno estremo di ogni singola asta. Poiché le
due aste non sono saldate esse possono ruotare intomo alla cemniera mobile comune. Il sistema non
¢ rigido ma composto da due parti rigide ed & detto Arco a 3 Cerniere.

11 sisterna & isostatico in quanto le due aste hanno nel piano 3+3 = 6 gradi di liberta e le tre cerniere
tolgono 2+2+2=6 gradi di liberta.

Nello stesso paragrafo abbiamo anche visto come affrontare il calcolo delle reazioni vincolari per
questa struttura mediante le Equazioni Cardinali della Statica. Ci proponiamo ora di affrontare tale
calcolo applicando opportunamente 1l metodo sviluppato nel paragrato 5.3 basato sul Principio dei
Lavori Virtuali. Ribadiamo che il vantaggio offerto da questo metodo consiste nel determinare una
delle reaziom vincolar che ci interessa in particolare senza dover determinare 1 valon delle altre.
Consideriamo dunque un arco a tre cemiere come in Figura 6.1, proponendoci la determinazione
della reazione onizzontale della cemiera D, conseguente alla condizione di carico costituita da una
forza orizzontale sull’asta AB in E.

Essendo la struttura isostatica, per poter applicare il PLV dobbiamo renderla labile e determinare 1l
corrispondente sistema di spostamenti virtuali.

Se denotiamo con C; = A il Centro Assoluto di Rotazione dell’asta AB intorno ad A, con C2=D il
Centro Assoluto di Rotazione dell’asta BD intorno a D e con Cy;= B 1l Centro Relativo di
Rotazione delle 2 aste intorno alla cerniera comune B, si nota che nella configurazione isostatica di
Figura 6.1 i tre Centri non sono allineati.

B=Cp2

Figura 6.1 Configurazione isostatica
D=C;

La situazione cambia se rendiamo la struttura labile.
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Sostituiamo la cerniera D con il vincolo di rango immediatamente inferiore (carrello con cernicra)
in modo da porre in evidenza la reazione cercata.

L’aver sostituito la cerniera in D con un carrello + una reazione orizzontale ha reso la struttura
labile in quanto si & lasciato al sistema un grado di liberta.

Dal Teorema di Chasles 1l centro C: di assoluta istantanea rotazione dell’asta BD si trova ora nel
punto di intersezione della retta passante per D ortogonale alla direzione di scormmento del carrello
con la retta prolungamento dell’asta AB ortogonale allo spostamento di B, in quanto lo
spostamento di B & descritto da un arco infinitesimo (approssimato dalla corda) di circonferenza di
centro C; e raggio C; B e avviene dunque ortogonalmente all’asta stessa.

Figura 6.2

Configurazione Labile

Nella Figura 6.2, § 0 indica I’angolo della rotazione infinitesima del punto D intorno al centro
assoluto di rotazione C; e di raggio C ,D e analogamente, con 50 | si & indicato "angolo della
rotazione infinitesima del punto B intorno al centro assoluto di rotazione C; = A ¢ di raggio C; B.

Si vede chiaramenie dalla figura 6.2 che nella confligurazione resa labile i tre centri C, Cj2e
Casono allineati.

Le Catene Cinematiche sono quei sistemi labili costituti da corpi rigidi ordinabili in modo che

ogni corpo del sistema risulti connesso soltanto al corpo che lo precede ¢ a quello che lo segue.
L.’arco a 3 cerniere & un tipico esempio di catena piana di due sole travi vincolate,
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Per i sistemi fabili costituiti da pitr corpi rigidi nel piano valgono i seguenti Teoremi detti Teoremi
delle Catene Cinematiche. Senza entrare nel dettaglio delle dimostrazioni, per cui si rimanda al
Corso di Scienza delle Costruzioni, enunciamo i seguenti teoremi di fondamentale importanza per le
applicazioni:

Primo teorema di Aronhold-Kennedy. Dati tre corpt nigidt €y > € Cr1 quali s1 muovano sullo
stesso piano, allora i centri di istantanea rotazione dei tre moti relativi (cioé del moto di Gy rispetto a
C-, del moto di Cr rispettoa Cse del moto di €- rispetto a  C5) sono allineati.

La condizione di allineamento nel caso di 3 corpi é solo necessaria per lIa labilita del sistema.

Secondo Teorema di Aronhold-Kennedy (Corollario del primo): Dati due corpi rigidi ;e C- i
quali si muovano sullo stesso piano, allora il centro di istantanea rotazione Cs» del moto relativo
(cioé del moto di C; rispetto a Cz) ¢ allineato ai centri di istantanea rotazione assoluti dei due moti
di Cre C;. 2

In questo caso la condizione di allineamento é necessaria e sulliciente per la labilita del
sistema.

Nota che il Secondo Teorema di Aronhold-Kennedy vale in particolare nel caso dell’arco a 3
cerniere (2 corpi rigidi)

6.2 Relazione (ra gli angoli delle due assolute rotazioni nel sistema degli spostamenti virtuali
per I’arco a tre cerniere.

Ricordiamo che, data una struttura piana, una volta che si siano trovati 1 centri di istantanea
rotazione, & possibile ricavare il sistema di spostamenti rigidi virtuali tenendo presente |"espressione
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FP=5 8k AP-C)=5 0k A[(xp -xc) i+ (vp-ya)i|l =
80 -(vp-ya)i H xp-Xai)jl

dello spostamento virtuale del generico punto P riferito al centro d’istantanea rotazione C;.

Osservazione Importante. E’ evidente che, nell’arco a tre cerniere di figura 6.2, il
punto B = Cjz, centro di istantanea rotazione nel moto relativo delle due travi, &
caratlerizzato dall’avere lo slesso spostamento infinitesimo nei due moti di rotazione

assoluti, intorno ai centri Cy e Cz, di angolid 0,e 8 6 rispettivamente, in quanto esso
appartiene sia alla trave AB che alla trave CD, cioé:

8B=5 0, kA(B-C;)=5 8 k A(B-Cy) 6.1)

Con riferimento alla Figura 6.2, abbiamo precedentemente osservato che dal Teorema di Chasles
il centro assoluto C; di 1stantanea rotazione relativo all’asta BD ¢ dato dall’intersezione della retta
passante per D ortogonale alla direzione onzzontale di scorrimento del carrello in D con la retta
prolungamento dell’asta AB, in quanto lo spostamento infinitesimo di B, rotatorio intorno a C; = A
di angolo & B] . avviene secondo la tangente alla circonferenza di raggio BCy e quindi
ortogonalmente all’asta stessa. In questo modo i tre centri si trovano sulla retta per C, Cjz¢

Cs e quindi risultano allineati, come deve essere affinché il sistema sia labile.

Notiamo che essendo B interno al segmento CCs |, possiamo scrivere:
(B-C)) =|(B -C)ju, (B-Ci)=-|(B-C,)u, (6.2)
cio¢ 1 vettori congiungenti B con Cy ¢ C» | rispettivamente, sono paralleli ¢ discordi ¢ di versore u

dato da
_(B-C) __(B-Cp

B¢ IF-¢; 6:3)
e quindi dalla (6.1) risulta
§B=5 0, kAB-CHu=35 0k A- |(B-C2)u) (6.4)
da cui si ricava
BC
80, =-56 2 (6.5)

BC,

dove le lunghezze BC | =| (B - C,) |, BC, =[(B - C,) | sono, ovviamente, i raggi delle
circonferenze rispettivamente di centro C) e centro C» descritte dal punto B intorno al centro
assoluto C;  se considerato appartenente all’asta AB, e intorno al centro assoluto C;, se considerato
appartenente all’asta BD.
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Nota quindi che se il centro relativo é interno al segmento che congiunge i 2 centri assolufi
allora le 2 rotazioni avvengone in verso opposto

Dal procedimento usato per avrivare alla (6.5) é evidente che nel caso in cui il centro relativo si
trovi all ‘esterno della congiungente i 2 centri assoluti le 2 rotazioni hanno verso concorde.

Possiamo quindi affermare che vale la seguente relazione tra gli angoli di rotazione intorno ai
due centri assoluti ;

B,

80, = £30 — -
BC,

(6.6)

dove va preso il segno + se il centro relativo Cy; si trova sulla retta passante per i centri
assoluti C;, e C; all’esterno del segmento che li congiunge , il segno — nel caso contrario.

6.3 Calcolo delle componenti orizzontale ¢ verticale delle reazioni esplicate dalle cerniere fisse
nell’arco a 3 cerniere

Calcolo di Rp, i

Assumendo un sistema di riferimento Oxy con [asse v perpendicolare alla direzione di scorrimento
del carrello in D e orientato verso |'alto e ’asse x parallelo alla direzione del carrello e orientato
come in figura 6.2, si ha

8D=80 [-(yp—ve)it (xp—%c2)j |

¢, usando la realazione (6.5) tra gli angoli 50 ¢ 50 | - Slottiene
: . : : e By s _
SE=80 [-(ye—ye)i+ (xpg—xc, )j1=- 88 r [-(ve—yo i + (xg —%c M ]
!
Infine, il PLV fornisce I"equazione:
6L=Fi-8E+ Rpgi- D=0 , 7@

nella sola incognita Ry
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Calcolo di Ry, j

Eliminiamo il carrello orizzontale per rendere labile la struttura e sostituiamo la sua azione con la
forza Rpy

Dal Teorema di Chasles il centro assoluto di istantanea rotazione per I'asta BD si trova questa volta
nel punto, C, , di intersezione tra la perpendicolare alla direzione dello spostamento verticale del
carrello in D e il prolungamento dell’asta AB che risulta ortogonale agli spostamenti rotatori
intomo a C; dei punti dell’asta medesima, come osservato nel caso precedente e concordemente col
fatto che i centri di istantanea rotazione devono essere allineati.

Questa volta, essendo B=C); esterno al segmento C,C , | risulta:

BC ,
BC,
(Le due rotazioni hanno verso concorde)

86, = + 06

& ) . BC . .

BE=89,[- (x — Yo + (o —xc1 )i 1= +80 5% [ O~ Yeu)i + (e~ xcn ) ]
1

OD=80[-(vo—vye )it (xp—xc2 )y ]

6L= Fi+8E+ Rpyj-6D=0 , W&o
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Calcolo di Ry i

Dal Teorema di Chasles il centro assoluto di istantanea rotazione per 1’asta AB si trova questa volta
nel punto, C; , di intersezione tra la perpendicolare alla direzione dello spostamento orizzontale del
carrello in A e il prolungamento dell’asta BD che risulta ortogonale agli spostamenti dei punti
dell’asta BD rotaton intorno al centro assoluto di rotazione C;, come osservato nel caso precedente
e concordemente col fatto che 1 centri di istantanea rotazione devono essere allineati.

Questa volta, cssendo B=C), interno al segmento C,C, . risulta

BC,
BC,
SE=680, [- (v — ye )i + (xg —xc )j ]
BA=80 [ (ya— yo)i+(xp—x¢)j ]

o6, = +06

8= Fi-0FE + Raci- 8A =0 , Va0,

Nota che in questo caso non occorre utilizzare la (6.6) in quanto non sono coinvolti spostamenti di
punti dell’asta BD essendo essa scarica.
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Caleolo di Rayj

In questo caso il centro relativo & esterno alla congiungente 1 2 centri assoluti ma come prima non
occorre utilizzare la (6.6).

SE=5 {;‘-l [-(ve — yei+ (xeg —xe1 )j ]

5A=80 [ (ya—ve)i + (xe—%c )i |

SL= Fi-8E+ Rpyj-8A=0 W6,

Nel prossimo Lsempio calcoleremo la reazione vincolare interna, esplicata cioé dalla cerniera in B.

Esempio 6.1 Calcolo della reazione esplicata dalla cerniera interna in un arco a 3 cerniere

Per I"arco a tre cerniere in figura si determini la reazione vincolare Ry | esplicata dalla cerniera
interna mobile in B, utilizzando 11 Principio dei Lavon Virtuali.

DATI: AB-BD-1m F-lkg,
AH=HB=%m BAD=45°=BDA
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Rp,
i RBX RBx

-Rg,

D

Figura 6.3 Scomposizione dell’arco a 3 cerniere nelle due travi componenti

St scompone I"arco nelle due travi AB e BD | sostituendo alla cerniera interna in B la sua

reazione Rp utilizzando il Principio di Azione e Reazione come in Figura 6.3.

Quindi A & il centro di istantanea rotazione per 'asta AB , D & il centro di istantanea rotazione per
I’asta BD.

Avendo sostituito alla cerniera in B la reazione da essa esplicata abbiamo ottenuto che ['asta AB
vincolata dalla cerniera fissa in A & un sistema labile ad un grado di liberta soggetto alle forze
“attive” F e Rg , mentre [’asta BD con cerniera fissa in D é un sistema labile ad un grado di
liberta soggetto alle forze “attive™ Fe-Rp

Applichiamo il PLV alle 2 aste separatamente
L’asta AB ruota intorno ad A di un angolo 00 e si ha

SL—8HeF +5Be(-Rp) =0

B 5
\2.+| Ve,
2

T _‘_Is

con OH = 60, [-(yn—ya)i + (xu- X4 )j] =080, [-% = 5

L’asta BD ruota intorno a D di un angolo 80 e si ha

SLZBB.(RH):U

—

con OB = 89[- (}’n— ¥n )i | (X[\—Xn)j 1= o0 [-%i =} (%-'\"E )il

Quindi
7 f2 2 .
asta AB oL = —%- \,.'7 + Rp (NT} - Rpy \7 = 0 (avendo semplificato per 80 )
= V2 N oo
asta BD OL = Ry 5 + Ry ( i v2)=0 (avendo semplificato per 80)
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Dobbiamo quindi risolvere il sistema

2 2 2
RB\(\._] - Rpy % -T =
2 f2
~Rpx = - Roy (55) =0
dalla seconda ottengo
Rpe =- RRIV

sostituendo nella prima si ricava

e = T
/2 1242 |
“Ray =5 -Ray - 77 =0 Ryy=y

1
Bpis.. =
BTy

Esempio 6.2 Arco a 3 cerniere con le due aste ortogonali tra loro

4 AE=EB=1m , |F|=30kg
¥ AB=BD =2m,
Rini
C D 8’
F
Ci-A 4%’5 Cr2 x

Per 1l Teorema di Chasles il centro assoluto C; di rotazione dell’asta BD si trova sulla retta per D
ortogonale alla direzione di scorrimento del carrello in D e sulla retta per A ¢ B avente la stessa
direzione dell’asta. Pertanto, essendo le due rette parallele il centro & il punto improprio
corrispondente alla direzione comune. In questo modo 1 tre centri risultano essere allineati.
Essendo C; all’infinito, lo spostamento di tutti 1 punti P dell’asta BD & traslatorio, della stessa
quantita, nella direzione verticale:

8P =sj cons valore arbitrario, VP € asta BD
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Poiché B appartiene sia all’asta AB che all’asta BD, dovra risultare che lo spostamento infinitesimo
nella rotazione intorno al centro di istantanea rotazione Cy

OB = 286j
sia uguale a
OB = sj
e quindi risulta
§ =286 (6.7)

e 11PLV fornisce
OL—OE e F+ 8D ®Ryyj=280je F+sjeR,j=0
e dalla (6.7) si ottiene
jeF+jeRpj=0 con F= 30%i—30%j
quindi B

V2 =
“30°5 4Ry =0 Roy= 1542

Calcoliamo ora Ryyi

R
C|=A 452 E B=C1)=Cﬂ X

A

Peril Teorema di Chasles 1l centro assoluto di istantanea rotazione C; dell’asta BD s1 trova nel
punto di intersezione della retta ortogonale alla direzione del carrello con la retta che giace sull’asta
AB, quindi, esso coincide con il centro relativo di rotazione B. In tal modo viene soddisfatta la
proprieta di allineamento.
Quindi, pensato B come appartenente all’asta AB risulta

8B = 80(xuj)
con &0 angolo della rotazione infinitesima dei punti dell’asta AB intorne al centro assoluto C
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menire, come centro di 1stantanea rotazione C, dell’asta BD risulta
dB =0
Ne consegue

86=0

e quindi non ci potra essere rotazione dell’asta AB intorno al centro di istantanea rotazione A.
In particolare risulta 8E = 0

Per quanto riguarda lo spostamento del punto D intorno al centro di istantanea rotazione B, si avra
SD = 89] ( =¥n i)— -2 891i

con 86 angolo della rotazione infinitesima dei punti dell’asta BD intorno al centro assoluto C;

Quindi, sara:
OL— 8D eRpyi = -200i®Rp,i=-280, Rp, =0 , V&0,
da cui risulta
Rpe=0
in accordo con 1 calcoli svolti usando le equazioni cardinali della statica e in accordo anche con

I’osservazione che, essendo 1’asta BD) scarica, la reazione Ry ha la direzione dell’asta stessa e
cioé parallela all’asse v (Rp=Rpj)
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7. GEOMETRIA DELLE MASSE

L corpi che, nell'ambilo della meccanica applicala, enlrano a [ar parte di un sislema sono sempre dei corpi
reali e percid corpi pesanti; possiedono, ciog, oltre ad una caratteristica estensiva, che ne definisce la

forma, anche una carallerisiica inlensiva legala alla gquantita di maieria che riempie quella forma.
L’esperienza insegna che al fine di determinare la risposta dinamica di un sistema non basta
conoscere le sue caratteristiche cinematiche, 1 vincoli e le sollecitazioni applicati.

Se la “materialita” di un sistema non ha un ruolo essenziale nella Statica lo acquista invece nella
dinamica in cui ne rappresenta addirittura 1l punto di partenza.

1l presente capitolo *“ Geometria delle Masse” studia dunque tutte le proprietd inerenti la
distribuzione delle masse all’interno di un sistema . Esso si puo sviluppare indipendentemente dalla
statica ¢ dalla dinamica dei sistemi; non sono necessarie né conoscenze riguardanti il moto del
sistema, né conoscenze riguardanti le forze agenti su di esso, occorre la conoscenza della geometria
dei corpi in senso stretto.

In meccanica, quindi, un sistema sard sempre cosliluilo da un cerlo numero di masse, una nel caso pit
semplice del punto materiale.

7.1 Centro di massa e baricentro di un sistema di n punti materiali

Gli schemi fondamentali dei corpi naturali su cui si fondano gli sviluppi della Meccanica
Razionale sono sostanzialmente tre:
a) punto maleriale; punto o cui associamo una certa quontifa di materia. Siusa quando le
dimensioni del corpo sono piccole rispetto alla regione dello spazio in cui avviene il fenomeno in
studio e per il quale non interessi distinguerne le parti. Avendo deciso di ignorare la forma e le
dimensioni di un punto materiale, esso risultera caratterizzato, dal punto di vista geometrico,
soltanto dalla sua posizione nello spazio fisico Esempio: Studio del moto della Terra intorno al
Sole

bjsistemna di punti maieriali (sistema discreto). Il punto materiale rappresenta una schematizzazione
utile non solo per descrivere situazioni di interesse diretto ma & anche il necessario presupposto alla
meccanica dei sistemi materiali estesi. Un sistema materiale esteso pud essere sempre immaginato
come costituito da un insieme di punti materiali, Talvolta, 1 sistema esteso & effetivamente formato
da un certo numero di costituenti praticamente puntiformi ciascuno identificabile e distinguibile
dagli altri: 51 dice allora che si ha a che fare con un sistema discreto. Esempi: Studio delle orbite dei
pianeti nel Sistema solare: modello dell” atomo costituito dall’insieme dei suoi elettroni e dal
nucleo.

¢} sistema continuo:composto da una distribuzione continua di massg. Pt spesso, a livello
Macroscopico, un corpo ¢steso si presenta come un sistema continuo. Si usa quando le dimensioni
non si possono pit ritenere trascurabili ai fini del moto, 1l corpo occupa una regione estesa. 11
sistema continuo si immagina costituito da infiniti punti materiali di masse elementari dm, cioé la
suddivisione del corpo viene portata al limite facendo tendere a zero le dimensioni degli elementi,
Questa assunzione & in contrasto con la struttura atomica della materia, e oggi la distribuzione
continua di materia é considerata solo come una assunzione fenomenologica che permette di
studiare 1’equilibrio e il moto di corpi macroscopici su scale mollo maggiore di quelle atomiche.
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Esempio: la Terra nel suo moto di rotazione intorno al proprio asse.

Una quantita indispensabile per lo sviluppo degli argomenti che seguiranno & il Centro di Massa o,
detto equivalentemente, Baricentro.

Consideriamo un sistema discreto di punti materiali (P;, m;), i=1,2,.n, punti dotati di massa, dove
con m; >0 abbiamo indicato la massa del generico punto P, e consideriamo il caso in cui essi
apparlengano ad una regione abbastanza ristretta dello spazio in modo da poter considerare costante
I'accelerazione di gravita g = - gk con k versore dell’asse z (verticale ascendente), avendo fissato una
terna cartesiana Oxyz .
Richiamiamo i concetti esposti nel paragrafo 2.5.
Le forze peso agenti sui punti Py, pi = -m; gk, costituiscono un sistema di vettori paralleli e
concerdi con risultante

R = i— m,gk =-Mgk, doveM= im‘ & la massa totale del sistema

1=l =1

¢ il cui centro & per definizione (vedi formula (2.27)):

1 =
P,-O=——23%-mglP -0
y~0= o 2-mef ~0)

Semplificando per — g si ottienc il Centro di Massa Py (detto anche Baricentro)
M(Pn_0)=zmi(|"i_0_) (7.1)
il

Esso & per le proprieta di Equivalenza dei Sistemi di Vettori Applicati Paralleli con R #0, quel
punto dell’asse centrale dove va applicato il vettore risultante R = -Mgk (forza peso totale) del
sistema (¢ non fa massa totale del sistema, non ha senso parlare di massa concentrata in un punto)
affinché il sistema S = {(P,,—m,gk] sia cquivalente ad §° = {(P,, — Mgk }.

Come dimostrato nel paragrafo 2.5 valgono le proprieta di unicita e indipendenza dalla scelta del
punto O relative alla definizione del centro Py,

Esempio 7.1 Teorema del moto del baricentro.
Riportiamo qui un ben noto risultato della Dinamica di un sistema discreto di punti materiali.
Deriviamo ambo 1 membri della (7.1) rispetto al tempo, si ha:

%M(P{, —O)Z%Zmlﬂ”l -0) = Mv(P,)= Xm,v, =Q= quantita di moto (7.2)

Ciog, la Quantita di moto di un sistema di n punti materiali & pari al prodotto della massa
totale per la velocita del bariceniro.
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Derivando una seconda volta rispetto al tempo t, si ottiene la I equazione Cardinale della
Dinamica ( vedi (3.12))

d d i
—Mw(P)=—3¥mv.=%m a =R°
e R

dove con R® abbiamo indicato il risultante delle forze esterne (attive + vincolari)

Quindi,
Ma(P,)=R* Teorema del Moto del baricentro

Il baricentro di un sisterma materiale si muove come wun punto di massa pari alla massa totale del
sistema, su cuf si immagini applicato il visultante delle forze esterne al sistema (1l sistema delle
forze interme & equivalente a zero, & equilibrato).

Protettando la (7.1) sugh assi della terna Oxyz, s1 hanno le coordinate di Py
n i n
Me=Fme,  My,=3my Mz=Ymz a9
i1 = i=l

Notare che le coordinate dei punti Py x1, i, z; sono le distanze con segno dei punti P; dai piani
cartesiani, rispettivamente, yz (x=0), xz (y=0), xy (z=0).

Quindi, i secondi membri della (7.3), essendo somme di prodotti di masse per distanze con segno, si
definiscono anche Momenti Statici o Momenti di Primo Grado del sistema rispetto ai detti piani,
che quindi coincidono con i momenti statici del suo centro di massa, (Py M ), rispetto a tali piani.
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Questa definizione si estende facilmente a qualsiasi piano 7 :

Md, = imid.l con d,=(P,-0)-n e d, =(P —0)-n, n versore normale alpiano 7
i=l

t - (P;, m;)

< ¥

Quindi, se Py appartiene al piano, il momento statico del sistema materiale discreto relativo a tale
piano & nullo e viceversa.

In particolare, se il sistema materiale ¢ piano il centro Py apparterra a tale piano.

Infatti, se ad esempio i punti materiali appartengono al piano coordinato z = 0 di un riferimento
cartesiano con origine in O appartenente al piano , dalla (7.3) risulta:

n n
My, =Zm|iyi Mxy =Zmixi , Mz, =0essendo z; =0

i=l i=1

In tal caso le distanze con segno x;, vi dai piani coordinati x=0 e y=0 coincidono con le distanze
dagli assi y e x rispettivamente. Parleremo in tal caso di momenti statici rispetto a rette.

n
e e N ] ot a1 T all' quep
S, = X m,y, ¢ il momento statico rispetto all'asse x,
=1

¥

1 . . .
S, =2m;x; ¢ il momento statico rispetto all'asse y.
il

Quindi risulta:

Yipie - )
M
(7.4)
_S_‘_.
K
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In generale, si definiscono i momenti statici rispetto ad una retta » considerando le d; come le
distanze delle masse m; dalla retta, con n versore normale ad essa. E evidente che se 1l centro di
massa Py appartiene alla retta, il momento statico dell’intero sistema rispetto a tale retta & nullo.

7.2 Proprictd del centro di Massa per un Sistema Discreto di Punti Materiali

Iniziamo con una proprietd basilare da cui discendono tutte le altre che forniscono gli strumenti

per determinare il C.M,

1) Nel caso di 2 punti materiali (Py,m; ) e ( P2, mz) il centro & interno al segmento P1P;
e lo divide i parti inversamente proporzionali alle masse. Infatti, dalla (7.1) applicata una prima
volta al caso in cui O =P, e una seconda volta con O =P | si ha:

M(P, —P,)=m,(P, —P,) con O=P,
M(P, —P,)=m,(P, = P,) con O=P,

Da cui, dividendo membro a membro

(F-P) m (@-P) m (P-P) m

(P,-P,) m, (R-P,) m (R-P) m,

(7.5)

risulta quindi che i due vettori ( By —P) e (B, — P, ) sono opposti:
] 1 I 1 I 2

da cui segue che Py ¢ interno al segmento.
Passando a1 moduli nella (7.5) s1 ha

I, m 3 .
e S e £ 1) lunghezza di PoPy ¢ |z lunghezza di PyP>

1, m

le due lunghezze sono inversamente proporzionale alle masse, cioé il centro di massa si trova pil
vicino al punto con la massa maggiore.

Se my =m;z, il C.M. si trova nel punto medio del segmento che congiunge i due punti
materiali.
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In tal caso, per le coordinate risulta:

[xg —x; =—(xg —x2)
(Py-Pp) _ | S _—
———=-1={yg -y 1 =yp —y2) = {¥o =
(P -P7) 2
|zo —21=—(zp - 22)

Pilt in generale si verifica facilmente che se tutti i punti del sistema appartengono ad una retta
anche il C. M. appartiene a questa retta; se poi il sistema é piano anche il C.M. appartiene al
plano del sistema.

2) Propricta distributiva del Centro di Massa

Comunque si suddivide il sistema in sottosistemi parziali il centro di massa dell’intero
sislema coincide con il ceniro di massa dei sistemi parziali.

Questa proprieta discende direttamente dalla proprieta distributiva della somma e dalle proprieta
di equivalenza di sistemi di vettori paralleli applicati che ¢i consente di sostituire ad un
sottogruppo di vettori paralleli il loro risultante applicato nel relativo centro.

Infatti, suddividiamo il sistema di n punti materiali in 3 soltogruppi di n;, nz 13 punti materiali
COIM =1y - Nz + 13 & usiamo la relazione (7.1):

Sm (P, —O)—-_Jil,m‘.(P. —a:))+_"z‘lm,.(Pi —O)+imi (P, —0)=M, (P, -0)+ M, (B, —0)+ M, (B, -0),

n; +n,+n;=nc¢P,, P, ,P, ceniri dimassadeisottosistani di n,.n,.n; punti materiali rispettivanente
M, :_;;ml M, ::]Y:imj M, =_UZ'\;mj masse totali del sottosistami parziali di punti materiali,

c.onIvIIl-+ M, +M, l:N.[ massa ltl)1ale del sistema degli n punti materiali

Allora,se ora considerianoil sistemadei 3 puntimateriali(P, ,M, ) (P, .M, } (P, ,M,) nisultera

cheil loro centro dimassaé M(P,—O)=M (P, -O)+ M (P, -O)+M, (P, -O)= i_ml (P -0

E’ sottinteso, e non lo diremo pit in seguito, che questi passaggi sottintendono che 1] primo
sottogruppo di ny vettori forza peso ¢ equivalente al vettore (Py, , -M k), il secondo gruppo al
vettore (P , -M:Kk) e il terzo al vettore (P, , -M:k) che insieme costituiscono un sistema di 3
vettori applicati paralleli e concordi con Invariante Scalare nullo e quindi equivalente ad
un solo vettore, il risultante —M k, applicato nel relativo centro, (P, , -M k) (vedi paragrafo
2.4),

3) Dalle propricta 1) ¢ 2) segue che il centro di massa di un sistema materiale ¢ interno ad una

qualungue superficie convessa chiusa che contiene 1l sistema. In particolare se il sistema & piano
il C.M. sara interno a una qualunque linea chiusa contenente il sistema.
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Ricordiamo, inlalt che in wmno spago cuclideo un insiems: st dice convesso se per ogni coppia di punt XY dell'insieme, il
segmento XY che It congiunge & imferamente contenuto nell'msieme e quindi se X e Y si rifenscono a 2 punti materiali il loro
centro i massg & mlerne ol segmento XY e quindi & interno alla superficie convessa che 1 contiene,

4) Piano diametrale coniugato ad una direzione. Retta diametrale coniugata ad una direzione,

Si dice che un sistema maleriale possiede un piano diametrale coniugato ad una determinata
direzione se ad ogni punto P del sistema non appartenente al piano corrisponde un altro punto
P’ di uguale massa che si trova sulla parallela alla data direzione, passante per P, tale che il piano
dimezza il segmento PP

Ne consegue | per le proprieta 1) e 2), che il C.M. appartiene al piano diametrale.

Quindi, sc il sistema ammette 2 piani diametrali il C.M. apparterra alla retta intersezione dei due
piani, se ne ammette 3 esso coincide con il punto intersezione dei tre piani.

Se la direzione coniugata & ortogonale al piano si dird piano di simmetria

P direzione retta cnniugata/

piano diametrale

Retta
coniugata

Piano
diametrale

Figura 7.1 Piano diametrale

Analogamente, per i sistemi piani si parlera di retta diametrale coniugata ad una data direzione
e quindi di asse di simmetria e inoltre varranno analoghe considerazioni quando 1l sistema
ammette 2 o 3 rette diametrali.

160



ELEMENTI INTRODUTTIVI ALLA MECCANICA RAZIONALE
GIULIANA LAURO

La retta diametrale divide 1l segmento PP’ congiungente 1 2 punti di uguale massa, in due parti
uguali.

retta diametrale

P Py P direzione coniugata
e

In particolare se se la retta diametrale & coniugata ad una direzione ad essa ortogonale si parlera
di asse di simmetria: ad ogni punto P corrisponde un punto P* di egnale massa e posti su
una retta orizzontale da parti opposte rispetto a tale asse verticale.

asse di simmetria
Figura 7.2 Asse di simmetria

Analogamente per la definizione di piano di simmetria.

7.3 Funzione densita nei Sistemi Continui

Sia C la regione dello spazio occupata da un corpo la cui massa é quindi distribuita in C.
Indichiamo con A C un elemento di volume intorno ad un punto P(x,y,x) e con Am la massa

AN oo s - ’ s :
che lo occupa. 11 rapporlafAT si deflinisce come densita media dell’elemento di volume.

Se consideriamo volumetti intorno a P sempre pin piccoli anche la massa al loro interno
diminuisce. Tl valore limite della densitd media quando il volumetto tende a contrarsi in P,
quando tale limite esiste, definisce la funzione densitd nel punto P:

. Am dm
p(P) = .)IL“—T:Il AC  dC

in analogia con le ordinarie notazioni dell’ Analisi per indicare quantita infinitesime.
. e - , -3 -2 -1 . i
Le dimensioni di p sono rispettivamente i/~ | ml™ , ml" a seconda che la regione C sia un

volume (densita di volume), una superficie (lamina di spessore trascurabile, densita superficiale),
una linea (filo di sezione trascurabile, densita lingare).
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Formalmente, possiamo pensare che C sia composto da infiniti punti materiali di massa
infinitesima dm =p dC e definire quindi il centro di massa mediante un processo di limite della
somma in (7.1) che viene sostituita da un integrale sul dominio C, tale che risulti:

M(P, -0) = j'_p(P){P -0)dC (7.6)

con M = [p(P)dC massa totale
-

Scelto un sistema di riferimento Oxyz, proiettando le (7.6) sugli assi, si avranno le seguenti
coordinate di Py(Xo, vo ., Zo):

Mx, = [p(P)xdC ,My, = [p(P)vdC , Mz, =[p(P)zdC (7.7)
o C &

Nel caso di densita costante, cioé di sistemi omogenei, si pud portare p fuori dall’integrale e

quindi

M=p[dC=pMisC; pMisC (P, -0)=p[(P-0)C =(P,-0) =ﬁ J(P=O)C (7.8)
(& o 1IsL o

dove la Misura di C sara un volume , un’area o una lunghezza. Notare che in questo caso il
C.M. dipende solo dalla configurazione geometrica del corpo, ecco perché si pud adottare per
questo argomento anche la notazione di Geometria delle Aree.

E’ evidente che tutte le proprieta del C.M. valide per un sistema discreto di punti materiali
continuano a valere per un sistema continuo.

Ad esempio per quanto riguarda la proprieta distributiva del C.M. per un sistema omogeneo, si
ha:
1 1
(P,-0)=—[(P-0)dC=—[[(P-0)C + [(P-0)dC]=
Ac Ag €

= %[AJ(POJ -0)+ APy _O)]

con C,uC,=Ce A=A +A, A =misC;A, =misC,

dove abbiamo usato la proprieta di additivitd dell’integrale rispetto al dominio di integrazione.

(1 siamo cosi ricondotti al calcolo del centro di massa di due punti materiali Py, ¢ Py, di masse
rispettivamente Ay e A;

Esempio 7.2 Equilibrio di un corpo sospeso ad un punto. Equilibrio stabile,
instabile, indifferente

Tmmaginiamo di voler attaccare ad una parete liscia un asse di legno mediante un chiodo nel punto
si sospensione O in modo che essa stia in una posizione di equilibrio.
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L’asse non deve cadere, quindi per la Prima Equazione Cardinale della Statica (vedi (3.15), (3.16) ),
il chiodo deve essere in grado di fornire una reazione, R, uguale e contraria al peso dell’asse, p = -
Mgk, che possiamo considerare applicato nel baricentro Py, grazie alle proprieta di equivalenza dei
sistemi di vettori applicati paralleli (vedi (7.1) ).

L’asse deve essere in equilibrio, cioé oltre a non cadere non deve neanche ruotare, Per questo deve
essere verificata anche la Seconda Equazione Cardinale della Statica:

M(0) = (Py— 0)Ap=0
e quindi | M(0) | =bMg=0

dove, vedi (1.43),, b= braccio = distanza di O dalla retta passante per Py con direzione della
retta di azione di p, che é verticale,
Quindi, per l'equilibrio il momento deve essere nullo e quindi € necessario che sia b=0, cioé che
il chiodo ed il baricentro siano sulla stessa verticale.
Conclusione Un corpo sospeso é in equilibrio solo se b=0, ciog, se il baricentro del corpo si
trova sulla verticale passante per il punto di sospensione.

Questa situazione si puo verificare in tre modi differenti.

1. Equilibrio stabile. Tl punto di sospensione O si trova sopra al baricentro P,,. Se ruotiamo un
po’ I'asse e poi lo lasciamao, questo tende a tomare nella posizione imiziale. E' il caso
comune di un quadro appeso al muro.

2. Equilibrio instabile. Il punto di sospensione si trova sotto al baricentro. Appena lo si tocca
I’asse inizia a ruotare [ino a portarsi nella posizione di equilibrio stabile.

3. Equilibrio indifferente. Il punto di sospensione coincide col baricentro. In altri termini
abbiamo messo il chiodo esattamente nel baricentro. In qualsiasi modo ruotiamo I'asse di
legno quando lo lasciamo rimane fermo (in equilibrio). Da notare che questa situazione
deriva dalla definizione di Centro di Massa come quel punto dell’asse centrale che rimane
invariato nella rotazione di tale asse al ruotare del sistema dei vettori forza peso dei punti
materiali (vedi (2.24)).
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7.4 Determinazione dei Centri di Massa ( Baricentri) di particolari Sistemi Continui

Facendo uso delle proprieta del C. M. viste nel paragralo 7.2 possiamo facilmente determinare
graficamente il C.M. di alcuni sistemi piani omogenei.

Esempio 7.3 Baricentro di un Triangolo omogeneo
N

0 NG =2/3NR, GR=1/3NR

’ M

L. It

Le mediane del triangolo in figura sono rette diametrah coniugate alle direziom delle relative
basi e quindi 11 C.M. dovendo appartenere a ognuna di esse comnciderd con 1l loro punto di
Intersezione.

Si verifica facilmente che il baricentro di un triangolo si trova ai 2/3 di ogni mediana, partendo
dal vertice e a 1/3 di ogni mediana partendo dal punto medio del lato opposto.

Se si traceia un segmento passante per il baricentro e parallelo ad un lato del triangolo,
esso intercetta I"altezza relativa a tale lato (base) suddividendola in due parti tali che una & lunga
il doppio dell'altra, similmente come accade per la mediana del lato.

Al
PI}

¥i1am

Figura 7.3 La distanza del baricentro da ciascun lato ¢ 1/3 dell’altezza ad esso relativa.
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Esempio 7.4 Baricentro di un Rettangolo e di un parallelogramma omogenei con
considerazioni geometriche

Ciascuna diagonale del rettangolo e del parallelogramma & una retta diametrale coningata alla
direzione dell’altra e quindi il CM. dovendo appartenere ad entrambe sard il punto della loro
intersezione.

Poiché queste due [igure sono dotate di una coppia di assi di simmetria sinoti che il C.M. & anche
il loro punto di intersezione.

Esempio 7.5 Calcolo analitico del Baricentro di un Arco di Circonferenza ¢ di un Settore
Circolare
Si consideri un sistema materiale omogenco costituito da un arco di circonferenza C di raggio R
e di apertura 2 ¢t
v

| qc
A< 0 AT B

11 centro di massa si trovera sull’asse di simmetria v, quindi x, = 0, avendo fissato il sistema di
riferimento Oxy come in ligura.

11 sistema ha una densita lineare costante p che per semplicita, da qui in seguito, porremo
ugualeal .

Dobbiamo utilizzare le forme integrali (7.7) ,(7.8). Data la geometria di tipo circolare, converra

usare le coordinate polari,

Lelemento di arcoecdC =R d0, 8e [— [x,a]__ mis C=2Ru,

v =R cos6 & la coordinata polare del generico punto P dell’arco C

Quindi, 1l centro di massa si troverd sull’asse di simmetria (asse delle v) e, utilizzando gli
strumenti forniti nel primo corso dell’ Analisi Matematica, avra coordinata

1 ] = R Rs
o= —— [yvdC=—— | RcosORdO =—[5enu—sen(—u)]=ﬂ
MisC ¢ 2RO 2a
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Consideriamo ora il settore circolare AOB di raggio R e apertura 2 o, come in figura, e
scomponiameolo in settori circolari elementari come EOB, di apertura d@, il cui centro di massa si
trova su OD a 2/3 dal centro O ( essendo equiparabile a un triangolo infinitesimo di altezza
OD=R), allora il luogo descritto da questi centri di massa parziali forma 1’arco di circonferenza
A’B’ di raggio -_-;-R con asse di simmetria ancora 1’asse y e quindi possiamo la proprietd

ohe oo s ’ .- s ; 2 Rsentt
distributiva del centro di massa e utilizzare il risultato calcolato prima ottenendo: vy, = T
T o

Settore Circolare

. e : : T 4R
In particolare, per un semidisco di centro O e raggio R, essendo = e risulta y, = -
n

Esempio 7.6 Baricentro di una figura forata

' Y

P>

o x
La figura puo essere considerata come una figura forata ottenuta sottraendo al rettangolo esterno R,
di altezza 7 cm e base Sem il rettangolo interno R di altezza 6em e base 3em.
Scegliamo la terna di riferimento Oxyz come in figura. L’asse yo & un asse di simmetria materiale
per cui i baricentri dei due rettangoli si troveranno su di esso.
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Dalla proprieta distributiva del Ceniro di Massa, qui applicato alla differenza di due ligure,
otteniamo;

1
(P,-0)= K[A1(Pm —0)+A, (P, -0)]

e quindi
ALX,

Al}"e, —ALy,, Alxa_ - A oz
—A,

¥,= X,=

o A A, s X ‘

1

Essendo "area tolale (massa tolale) A — Area del rettangolo R; — Area del rettangolo R:= 17
e ¥o173.5 la coordinata del baricentro del rettangolo Ry | yo2 = 3per Rz, xo1 =25 ex,2— 2,5,
si ha

Ay, —A¥,, _7-535-6-33

¥o= . =4
A —A, 35-18
x, = T:5:25<6-3 2.5525
35-18

Notache Ay, —A,y, €il momento statico rispetto all’asse x dell’intero sistema e analogamente

per il momento statico rispetto all’asse y.

In alternativa, si pud pensare alla ligura come composta da 3 rettangoli scelli come in [igura.
L’asse v & ancora asse di simmetria:

et

Yo =3, ¥, =65, y, =3
R, R, ) '
A, FAY, HAY  1.6-341-5-6541:6:3
A FA A, 6+5+6 -
— — X

A, ALK, tAX,  16-05+1-5-25+1-6-45 .

A +A,+A, 6+5+6

X

167



ELEMENTI INTRODUTTIVI ALLA MECCANICA RAZIONALE
GIULIANA LAURO

Esempio 7.7 Baricentro di un’asta
Verifichiamo che il baricentro di un’asta omogenea AB di lunghezza L (densita posta=1) si trova

nel suo punto di mezzo in quanto deve appartenere al suo asse di simmetria ortogonale.
Scelto il sistema di riferimento Oxy come in figura

0-A | Py B

v

poiché "asta ammette un asse di simmetria ortogonale, per le proprieta del baricentro, esso
appartiene all’asta ¢ quindi all’asse x , da cui risulta y, = 0.
Usando la (7.8) si ha:

1t 2 1
*e M Ip(x)xdx dove M ={p(x)dx ¢ la massa folale,
N o

con dm = pix)dx, massa clementare, dx elementoinfinitesimo di lunghezza

Essendo 1'asta omogenea ¢ ponendo la sua densita costante uguale a 1, st ha:

i L i
X, = s jxdx dove M =[dx = L = misura lunghezza dell'asta
Moo a
1 L" L
X, = x°| =
T L2 2

7.5 RICHTAMI SULL INTEGRAZIONE DOPPIA

Volendo procedere al calcolo integrale del Baricentro di alcune figure piane occorre conoscere gli
strumenti dell’integrazione di una funzione di due variabili che qui vengono brevemente richiamati
poiché il corso a cui queste dispense si riferiscono & incardinato al T anno, e quindi antecedente al
corso di Analisi Matematica 2 dove solitamente vengono trattati questi argomenti.
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Una funzione di due variabili f{(x,y) ¢ una funzione che fornisce un valore numerico se si assegnano
ivalori di 2 variabili. Una funzione generica di due variabili si scrive come z = f{ x.y).

Sinota che 11 grafico di una funzione reale di due vanabili & un sottoinsieme di R’ rappresentabile
nello spazio ordinario. Tale grafico & una superficie nello spazio. E” evidente che non posso
disegnare il grafico di una funzione di 3 variabili f{x,y,z) in quanto avrei bisogno di uno spazio a 4
dimensioni!

Come per il caso degli integrali di funzioni di una variabile, il procedimento di integrazione
per funzioni di due variabili nasce in modo naturale nelle applicazioni.

1l calcolo di un volume

Consideriamo una funzione f{x, y) continua, positiva e definita su un dominio rettangolare

D=[a b] x[c,d]e R? . Per calcolare il volume della zona determinata dal grafico di f ¢ dal piano
xy e con base D, si procede in maniera analoga a quanto visto per il problema dell’area per funzioni
di una variabile,

Esempio  z =fix_v)=costantc =5 : piano parallelo al piano xy

dominio D = [2,6] x [2.8]

Si suddividono gh intervalli [a, b] e [c, d]: sia n un numero naturale assegnato e consideriamo una

partizione di [a, b] in n intervallini tutti di ampiezza e una partizione di [¢,d] in n intervallini
n

utti di ampiezza
n
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Otteniamo di conseguenza una partizione del rettangolo [a, b] X [¢, d] in n’ rettangolini fy,y
(b—aj(d-c)
2

n
Siaf el j.k un punto qualsiasi scelto in ciascun rettangolino | il prodotto f{ 1, ) XAy € il volume

h.k =1,.n di area Ay =

del parallelepipedo di arca di base Apy, ¢ altezza z;; = f{ ;). Si definisce integrale doppio di fix.y)
sul rettangolo D =|a, b] X [c, d|, il limite, se esiste, delle cosiddette Somme di Cauchy-Riemann,
che rappresentano 1 volumi dei parallelepipedi corrispondenti alle partizioni

r]|i—>[£1|,_;i_| A, f(E,) =[f fixy)dxdy

Quindi, data una f(x.y), non necessariamente sempre positiva , I'integrale fornisce 1l valore del
volume (con segno) del solido della regione di spazio avente per base D, per tetto la superficie
cormispondente al grafico di z = f{x, y) e come superficie laterale quella formata dalla infinite rette
parallele all’asse z che congiungono il bordo di D con i punti che giacciono su fix, v).

Nota che, come nel caso di 1 vanabile, se f{x,y) = costante =1 s1 ha:

lim i A, =lim nzmgd-c): (b-a)(dc) = [[,dxdy=(b—a)(d-c)= Area delrettangolo D
n

o = e

Valgono le proprieta analoghe a quelle viste per I'integrale con una sola variabile.
Esempio, proprieta di linearita

”U(aﬁbg)dxdy: ajjnrdxdymjjngdxd)
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7.5.1 Formule di Riduzione per Domini Rettangolari
Riduzione di un integrale doppio su un dominio rettangolare.

Il calcolo di un integrale doppio avviene mediante la ricfuzione al calcolo di due integrali, ciascuno
rispetto ad una sola delle due variabili x, y.

Descriviamo qui il caso pit semplice, nel quale il dominio 4 & un rettangolo con 1 lati paralleli agli
assi. L'integrale doppio si calcola integrando separatamente «rispetto alla variabile y», e poi
«rispetto alla variabile x» oppure invertendo i ruoli delle variabili x ¢ y, ossia riservando alla
variabile x 'ntegrale interno e alla y quello esterno, nel modo seguente:

j{jf(wm}ﬁ=J[jf(xy)d"%‘y (7.8)

a\e A

Esempio 7.8 Calcolo del baricentro di un rettangolo

Si vuole determinare il baricentro del rettangolo esterno R; dell’Esempio 7.6 con base di Sem e
altezza 7cm.

Relativamente alla coppia di assi cartesiani scelta, con I'asse y asse di simmetria, il dominio
rettangolare di integrazione é:

D=[-25,125]x[0,7] 7 i
35
P,
35
>
-2)5 ) 2,5
x
Quindi, da (7.8) s1 ha
1 1

+2,5 1 +32, 5 I 297
[y v =g v rax -

Yo~ Eu—ﬂ.\s:w,s].‘[n;] Y dXdy =§-—T‘.\ﬁ. 3528

1 4925 1 49
— 2 [dx=—-"2.5=35
35 2 ;. 35 2
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Oppure, equivalentemente

J 2,
}‘U:E lvs 12,5 [0, 7 ]VdXdy_3_ (”ydx}ly—

l 49
i - =135

Tale risultato ¢ in accordo con la proprieta che il baricentro si trova nel punto di intersezione
di due assi di simmetria.

7.5.2 Caso di dominio non rettangolare. Domini normali. Formule di Riduzione per Domini
Normali

Rimandando al corso di Analisi per una trattazione rigorosa riportiamo alcune defimzioni e tecniche
di integrazioni utili.

Se il dominio di integrazione {2 non & un rettangolo, si usa considerare un rettangolo che lo
contenga , al seguente modo:

Siaf: Q - R.Q c B2 limitato e sia [a,5]x[e.d |2 Q
sia inoltre

Tl = TF(x,»y) se (x,y)eQ
(x,p)= 0 se (x.y)€ |a.b]x[c,d] Q

allora se / &integrabile in [a,b]x[c,d] si dira che & integrabile in Q e risulta
ILlf(x,)*)dxd)': —”a,b] >‘{C_Id]f(.vc,y)cb(cl)«'

Si dimostra che il valore dell’integrale non dipende dalla scelta del reitangolo usato.

Non & sempre possibile operare in questo modo, ¢ quindi necessario restringere il discorso a funzioni
definite su particolari domini (pin che sufficienti per gli scopi del corso), come segue:
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1) Dominio y-semplice
Sia E I’insieme di R*:
E={xyeR:a<x<h ax)<v=px)}

Si dice che E & un dominio normale rispetto all’asse x con o, [3: [a.b] — R funzioni continue

Si usa anche dire che £ ¢ un dominio y-semplice: I'intersezione di £ con una retta normale all’asse
x, quindi parallela all’asse y, 0 & vuola o & un segmento

2) Dominio x-semplice
Sia F I'insieme di R*:
F={xyeR¥c<y<d y(x)<x <8x) }
Si dice che I ¢ un insieme normale rispetto all’asse v con ¥, 8: [c__ d] — R funzioni continue

Siusa anche dire che /7 ¢ un dominio x-semplice: I’intersezione di I' con una retta normale all’asse
v, e quindi parallela all’asse x, 0 & vuota o & un segmento.

Un insieme Ec B2 si dice semplice se ¢ x-semplice oppure y-semplice; regolare se & 'unione
di un numero finito di insiemi semplici.
Gli insiemi regolari(per esempio i poligoni regolari)sono insiemi piani chiusi e limitati.
Nelle nostre applicazioni in Geometria delle Masse, noi utilizzeremo solo domini regolan e funzioni
integrabili.
Le formule di riduzione dell’integrale doppio per domini normali sono:
a) per un dominio E, y-semplice:
, Bix
L[ (xy)dxdy= r (Iﬁx,y)dy)dx E={xyeRasxsbh ax)sy<fx)} (79

aix)

b) per un dominio F, x-semplice :

ay)
“;.f(x“v)dxdw Jj( j'ftx;y)dx)dy F={xyerlcgy<d, yx)<x<dx) } (7.10)
Hy)

¢) per un dominio sia x-semplice che y-semplice :

b Bx) &y)
[P Jfxpapax = [ [ey)dody
A x) Hy)
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v fixi

¥

dominio y-semplice dominio x-semplice

Esempio 7.9 Calcolo Baricentro Triangolo

11 Triangolo & un dominio sia x — semplice che y - semplice

O AL x
1l dominio T corrispondente al triangolo in figura sara:
bl .
T= { X yeRT:0sx2, 02y=x } . y-semplice

oppure
T={xyek?:0<y<l, y<x=i}, x-semplice

S [ydC . x,=——[xdC,
MisC MisC

v
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Considerato T come dominio y-semplice e utilizzando la (7.9) si ha:

L[ [fxdyldx : v, =—— ([ ydyldx

X =
® Arealy & Arealy

1 x 1
x, =2[x[[dyldx =2[x"dx ik
o

El
U o 3 oo

1x 1 }{2 1
Yo =2[[[ydyldx = 2{—dx =~
boo b2 3

Considerato T come dominio x-semplice e utilizzando la (7.10) si ha:

x, =2[[xdx)dy; y, = 2{[] ydxldy

ooy W ¥

fil oty Lo2 S R S NS TR L N T §
XO—E{[E—E} Jdy =1 e 5 2‘0“(1 VIvldy =2[(-y 3})10 2(2 3) 5

v | —

Si verifica graficamente tale risultato (vedi Esempio 7.3), essendo P, il punto di incontro della retta
. . . , 2

parallela alla base AB e passante per il punto sull’altezza QA ad essa relativa alla distanza di = dal

vertice O con la retta parallela alla base OA e passante per il punto sull’altezza AB ad essa relativa

a distanza di %dalla base stessa.

Proprieta di additivita sulla scomposizione di domini normali (analoga a quella vista nel caso di
una sola variabile) &:

seC= L ul; con £ L; =@ insieme vuoto, allora

[[fxyydxdy=[[ fixy)dxdy+[[ fixy)dxdy

Esempio 7.10 Calcolo del Baricentro di una sezione ad L

La figura é composta da un rettangolo di base 5 e altezza 30 e da un altro rettangolo di base 10 e
allezza 5, entrambi omogenei.
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Per la proprieta di additivita sopra enunciata si ha:

I 1 1
=——[vdC = ——[[ydC+ [ydC]; x, =——[[xdC+ [xdC
MisC ;\) MisC [(jI) {_[2}‘ I ox, MisC [‘le i ]
dove C, éilrettangolo di base 5 e altezza 30 mentre C, &1l rettangolo di base 10 e altezza 5

e misC=MisC, + misC,

Yo

Essendo domini rettangolari il calcolo degli integrali doppi si sviluppa utilizzando la (7.8).
Quindi si ha :

| [xdxdy]=411
0

5

3030 15 5 s a0
yo [] [ydxdy+ J J;ydxdy] =105 X, = _l) [] [xdxdy+

1
_l5ﬂ+75 o0 225 % »

Esempio 7.11 Baricentro Disco omogeneo
Rimandando al relativo corso di Analisi per una dimostrazione rigorosa del cambiamento di

variabili (calcolo del determinante della matrice Jacobiana della trasformazione)in un integrale
doppio, osserviamo che se usiamo le coordinate polari re¢ 0 possiamo scegliere come elemento

d’area dA4 il rettangolino di base lunga rd @ e altezza dr ¢ quindi risultera

dA =rd6dr

1l generico punto P(x,y) interno al disco, rispetto al riferimento come in figura avra coordinate polari
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x=rcos8 y=rsen® , re[0.R], 0e[02m)

Cuindi s1 avra

¥, [ydC . x, = ! [xdC, condC = dd =rd@dr eMisC=gR’

T MisC T MisCy

I !
X, =—— [cos@dO[r’dr=——|senB |7 | =r|l=0
o '.ITRZ ;[ £ 'RRZ | |u |3 |g

e analogamente

1 2x R
= — Erdr]de =0
g [ [ rsenbrdr]

o ou

Nel caso del semidisco risulta re [0,R] e O [0,7), quindi si ottiene:

21 o B i
x, =—[cosbdd[rdr=—""|senB || r[}=0
nR- r 0 mR- £
[+
FARE 201, 2R 4R
e By Ordr}d0 = —=— S R[—cosO]® = 2 [+1+1] = T~
Y. nR‘;[[!:rsen r] =i s L w il

In accordo con il nsultato trovato nel paragrafo 7.5.

7.6 Momenti d’Inerzia. Teorema di Huygens

Consideriamo un sistema di punti materiali (P; m;), i=1,...n, e una retta orientata r con versore u
e s1a O un punto su di essa, si definisce momento d’inerzia (assiale) del sistema rispetto alla
retta la somma dei prodotti delle masse per il quadrato delle rispettive distanze da essa, in
formula:

= ¥md’ con d, =[ua(P,-0) ,0er  (711)
i=l

Si noti che se invece di una retta sono assegnati un punto o un piano si pud anche parlare di
momenti d’inerzia polare o planare con d; distanze dal punto o dal piano rispettivamente.
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Nel caso di un sislema continuo 8i avrd;

= jp(P)[“A(P -0y*kic =[p(P)ydP)dCc (12 (.12)

dove d(P) denota la distanza del generico punto P, della regione C, dalla retta r.
Fissando una terna di assi cartesiani Oxyz, se la retta » coincide con 1’asse x, y 0 z si avrd, di
volta in volta, per i momenti d’inerzia relativi:

A=Ym(y] +z]) asse X
i=1

B=irr1i (x; +z}) asse y (7.13)

i=l
N % e
C:Zlni (& +y|') asse z

=l

[ A= [p(P)Ny’ +2)dC ,B= [p(P)(x” +2 )dC, C= [p(P)x> +y )dC ] (7.13)bis
. - s

Definizione I: si chiama giratore d’inerzia del sistema rispetto alla retta r la distanza cosi
definita:

[1

8= . M&*=1 ., M- massatotale
Im

il cul significato ¢ quello di essere la distanza di quel punto materiale di massa M per avere un
momento d’inerzia par a quello dell’intero sistema( questa definizione sard utilizzata in seguito
nel definire I’Ellisse di Culmann).

Definizione 11 Si chiamano momenti centrifughi o prodetti d’inerzia del sistema rispetto ai
piani coordinati le seguenti cspressioni:

D=Zm‘.y‘.z‘. rispetto ai piani y=0 ¢ z=0
i=1

E=2mixiz‘. rispetto ai piani x=0 ¢ z=0 (7.14)
=1

F =Zmixiyi rispetto al piani x=0 e y=0
=1

dove sottolineiamo che essi sono somme di prodetti di masse per le lore distanze dalle coppie
di piani coordinati. Si pud parlare di momenti centrifughi rispetto a coppie di piani qualsiasi.
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Queste definizioni si estendono direttamente al caso continuo,

D = [p(P)yzdC L =[p(P)xzdC F=[p(P)xydC (7.14)bis
& (& [
Nel caso di un sisterna materiale piano, ad esempio appartenente al piano z=0, risultano D=E=0

I TEOREMA DI HUYGENS

Come vedremo in seguito, questo Teorema semplilica notevolmente il calcolo dei momenti
d’inerzia.
Sia ry una retta passante per il centro di massa Py ¢ parallela alla retta » (stessa direzione data da
u ) passante per O ¢ sia Iy il momento d’inerzia del sistema rispetto a rp allora si verifica che il
momento d’inerzia [ rispetto ad » é dato da :

T=Ty+ M, (7.15)

dove c ¢ la distanza tra le due rette » ¢ ry ¢ M ¢ la massa totale.

Tnfatti, sommando e sottraendo Py, s1 ha

1= im1 |H/\(Pi _0)2 = ilni |HA[(P1 -P)+(8,-0)]

—imi uA(P,—P,)|? +imi un(P, -0 + 2i_mi|gx\(}"i -1, Jua (P, —0)
i=l i=l i=l

2
= Iy ! Mc” ZCro

L’ultimo termine si annulla per la definizione (7.1) di Py quando si scelga la terna cartesiana con
origine in Py .

Nota che fra tutte le rette con direzione assegnata quella rispetto alla quale il momento d*inerzia é
minimo ¢ la retta baricentrale.

Come conseguenza del teorema di Huygens si ottiene una legge di variazione del momento
d’inerzia rispetto a due rette r* ed r” parallele qualsiasi non passanti per il baricentro.
Infatti, s1 consideri una terza retta rg parallela alle prime due, ma passante per i1l baricentro e s
applichi due volte il teorema di Huygens

I'= lg+Md? = Ig+Md™
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e quindi, sottraendo membro a membro, troviamo:

=1 +M(d7-d?) (7.16)

7.6 Ellissoide d'Inerzia

Abbiamo appena visto il legame fra 1 momenti d’inerzia rispetto a rette parallele [ra loro, viene
naturale chiedersi come si pud determinare un legame fra 1 momenti d’inerzia relativi a rette uscenti
da uno stesso punto, aventi direzioni fra loro differenti. In altri termini ¢i domandiamo come varia
il momento d’inerzia al variare del versore u di una retta uscente dall’origine O di un sistema
cartesiano scelto arbitrariamente.

Facciamo variare la retta r di versore u, inuna stella di centro O e siano @, e ¥ i coseni della
generica retta del fascio rispetto ad una terna di assi cartesiani di centro O e versori i, j, k:

u= CUS(];i).B =Cos (l‘lj),"{ =Cos (l;k) )

Quindi, essendo u= gj + Bi+ vk, utilizzando la matrice simbolica per il calcolo del prodotto
vettoriale (vedi (1.35)), nisulta
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i
ua(P-0) = o B v | =i(fz-yyv)-laz-yx)+kiay- fx)
% OV %

e, eseguendo semplici calcoli, si ottieng
Fi
L= Y mua(® —0)|2 —Aa’+Bf*+Cy*-2DSy -2Eya-2Fa f (T1T)
=l

con A B.C, D, EF momenti e prodotti d’inerzia dati da (7.13) e (7.14).

Per ora stiamo escludendo il caso I, = 0, cioé quando tutti 1 punti del sistema appartengono ad
una stessa retta (per cui nsulta di= 0, ¥i) e quindi la (7.17) & una forma quadratica omogenea
nei coseni direttori &, f, ¥, e definita positiva in quanto & sempre I, 0.

La (7.17) ¢ quindi una legge di variazione del momento d'inerzia rispetto ad una retta
quando questa ruota intorno ad un punto Q. A tale legge possiamo dare una espressiva
traduzione geometrica: riportiamo su r due punti P ¢ P°, da parti opposte rispetto ad O ¢ ad una
distanza da O pari a

PO =P°O = )—_ (7.18)

JL

con A un parametro positivo arbitrario (di scala).
Quindi P e P’ risultano simmetrici rispetto ad O. Operando questo procedimento su tutte le rette
della stella di centro O, cioé al variare dei coseni direttori di u | il punto P (e quindi P") descrive
una superficie chiusa (perché abbiamo escluso il caso I, = 0 e quindi tutti i punti P sono al finito) e
simmetrica rispetto ad O per costruzione (O centro di simmetria).

Per vedere di quale superficie si tratti basta considerare le coordinate del generico punto P(x,y.,z)
sulla superficie e sulla retta r di versore u, Sia

(P-0) = [P-Olu, u= gi+pj+vk.
rispetto ad una terna cartesiana fissata di origine O.
Essendo

(P-0) = xi —yj+zk

in componenti si otticne:

x = alP-0l, y= BP0 , z=yP-0| , [P-O=PO=
4L
da cui possiamo ricavare o B, ¥ e sostituire in (7.17) per ollenere:
Ax?+ By’ + CZ - 2Dyz - 2E xz -2Fxy = i° (7.19)
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Dalla Geometria riconosciamo in questa espressione quadratica definita positiva 1’equazione di una
famiglia di ellissoidi al variare di %, detti ellissoidi d’inerzia del sistema dato di punti materiali
rispetto al punto () e al parametro ). .

Da non confondere le coordinate x, v, z dei punti della superficie geometrica dell’ellissoide con le
coordinate dei punti materiali X; , vi., Z; , contenute nei coefficienti A B.C,.D.EI'.

Se O coincide con il baricentro la (7.19) si dira ellissoide centrale d'inerzia.

Una volta calcolati i momenti d’inerzia A,B,C ¢ i prodotti d’inerzia D E I, fissato il valore di X, se
si costruisce graficamente 'ellissoide, basta misurare la lunghezza del segmento PO intercettato
sulla retta » passante per () per ottenere graficamente il valore del momento d’inerzia del sistema
materiale rispetto ad essa:
Iu o }Lz 2
PO~

Ricordiamo dalla Geometria che un 'ellissoide ammette una terna di assi cartesiani detti principali

rispetto ai quali si pud scrivere 1’ equazione nella cosiddetta forma canonica in termini dei semiassi
ab.c:

(7.20)

In tal caso, I'ellissoide possiede tre piani di simmetria geometrica a due a due ortogonali detti
piani principali, le cul intersezioni sono tre assi di simmetria detti assi principali.

Infatti osserviamo che se P(x,y.z) sta sulla superficie dell’ellissoide anche P*(-x,-y,z) sta su tale
superficie perché le sue coordinata soddisfano la (7.20) ma questo vuol dire che I'asse z é di
simmetria e analogamente per gli altri 2 assi x ¢ y. Inoltre se P(x,y,z) sta sulla superficie
dell’ellissoide anche P’(-x,v,z) sta su tale superficie e questo vuol dire che il piano x=0 ¢ di
simmetria. Analogamente accade per i piani y=0 e z=0.

Se due dei semiassi sono uguali allora Uellissoide sara di rotazione attorno ad uno degli assi,

Se i tre semiassi sono uguali 'ellissoide degenera in una sfera di centro O.
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Confrontando la generica equazione (7.20 ) con 'equazione (7.19 ) dell’ellissoide d’inerzia ne
segue che rispetto ad una terna di assi principali, risulta:

D=E=F=0

cio¢ devono essere nulli i momenti centrifughi rispetto alle coppie di piani coordinati e quindi
si ha la seguente equazione dell’ellissoide d’inerzia

AgxP+ By’ +Cp 2t = A2 (7.21)

In questo caso gli assi della terna principale dell’ellissoide d’inerzia sono detti assi principali
d’inerzia e Ay By, Cosono i relativi momenti principali d’inerzia.

Riferirsi ad una terna principale d’inerzia € il caso piu favorevole per il calcolo di I in quanto non
bisogna calcolare tre quantita su sei nella (7.17).

Confrontando la (7.21) con 1a(7.20) si vede anche che le lunghezze dei semiassi dell’ellissoide
d’inerzia saranno quindi note in funzioni dei momenti d’inerzia rispetto ai 3 assi principali
d’inerzia, come segue;

a= .")_ b= 1_.C=L,"_ (7.22)
YA, B, ¢,

essendo Ay By, Co 1valori dei tre momenti d’inezia del sistema materiale rispetto agli assi
principali d’inerzia x, ¥ e z, si deduce che a uno di essi corrispondera un momento d’inerzia
massimo (semiasse di lunghezza minima) e ad un altro un momento d’inerzia minimo
(semiasse di lunghezza massima).

7.7 Ricerca degli Assi Principali d’Inerzia

Come si & visto la conoscenza di una terna principale d’inerzia & particolarmente vantaggiosa
perché consente di rappresentare 1’ellissoide d’inerzia mediante tre soli elementi non nulli A,B.C in
quanto in tal caso i prodotti d’inerzia D.E.F risultano nulli.

Qui di seguito esponiamo un metodo per determinare tali assi nel caso particolare di un sistema che
ammelta un piano di simmetria materiale.

Supponiamo che , con riferimento alla terna Oxyz, il piano z=0 sia un piano di simmetria
materiale per il sistema (quindi il centro di massa appartiene a tale piano) cioé, ad ogni punto
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materiale P;(x;,yi,z;) corrisponde un punto materiale Q; (x;,yi,~z;), essendo le masse in P; e Q;
uguali (vedi paragrafo 7.2, proprieta 4)). Nota che quanto diremo vale per qualunque prano di
simmetria.

Segue che, poiché ad ogni punto P; (x;,vi.z) corrisponde un punto P;’(x;,yi,-z{) con eguale massa, le
somme D ed E si annullano perché costituite da coppie di termini uguali ed opposti.
D :Zmiyizi =0 e E= Zmixizi =0

=1 i=1

oppure, nel caso continuo

D= fp{P)yde =jp([’)yzd€ = Ip(P)yde =0

(SR {7 C,
C, e C, duedominisimmetrici con C, ={(x.v.z):(x.y~z)e C,}e C,n C, =0
(Analogamente per E).

L’equazione dell’ellissoide (7.19 ) diventa quindi
Ax* + By* + Cz% - 2Fxy = A7 (7.23)

Da cui risulta che il piano z=0, oltre ad essere piano di simmetria materiale, é anche piano
principale d’inerzia in quanto piano di simmetria geometrica dell’ellissoide d’inerzia rispetto
all’asse z ad csso ortogonale. Infatti 1 punti P(x,y,z) e P’(x,¥,-z), appartenenti alla superficie
geometrica dell’ellissoide, simmetrici rispetto all’asse z, soddisfano I'equazione (7.23).

Cio non sarebbe vero se D o E fossero diversi da zero.

L’asse z & dunque asse principale d’inerzia rispetto ad O (asse di simmetria geometrica
dell’ellissoide e asse principale centrale se O coincide con il baricentro Pq ); gli altri due assi
principali (centrali) si trovano sul piano xy e ad almeno uno di essi dovra corrispondere 1l
momento minimo o massimo (A o B) per la (7.22).

Per determinare la coppia di assi principali del piano xy ci faremo guidare proprio da quest’ultima

considerazione e cioé ricercheremo tra tutte le rette del piano passanti per O quella a cui
corrisponde un momento minimo (0 massimo).
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Dall’espressione generale (7.17) che formisce 1l momento d’inerzia rispetto ad una retta del piano
=0, di coseni direttori o, (y=0), siha:

L =Ac’® BB 2lap (7.24)
Sia @ 'angolo tale che © =cos¢p e B=cos (g— $) =sen siano i coseni direttori di tale retta

rispetto agli assi x e v, il momento d’inerzia del sistema materiale rispetto ad essa, sara:
Lig)= Amsch +Hsengtp— 2Fsengcos@ (7.25)

e quindi per determinare il valore dell’angolo ¢ affinché I, sia minimo 0 massimo occorre che la
sua derivata rispetto a ¢ si annulli (Teorema di Fermat dall’ Analisi I):

1'(9) = (B-A)sen2 ¢- 2Fcos2 @ = 0 (7.25)bis

Questa equazione fornisce dunque 1’angolo di cui bisogna ruotare gli assi x e v per farli coincidere
con gli assi principali d’inerzia x’ e y* e di conseguenza laterna O x* y* z sara principale
d’inerzia.

Possibili soluzioni della (7.25) :

a) Se F=0 la terna Oxyz & gia principale di inerzia, cioé ¢=0, in quanto essendo gia nulli Ded E,
tutti i prodotti d’inerzia sono nulli. Se, in particolare risulta A = B I'ellissoide d’inerzia & di
rotazione intorno all’asse z e, conseguentemente, i momenti d’inerzia rispetto alle coppie di rette
ortogonali fra loro nel piano z=0 e passanti per O sono tutti uguali fra loro.

b)SeF:éOeA=Bs{harp=z

; 2F :
c)SeF£0e A=B siha thg:rJ:ﬂ (7.20)

Nota che quanto detto vale per qualunque piano di simmetria,

Notiamo che nel caso di un Sistema Materiale Piano, il piu usato in queste dispense, il piano che
contiene i punti materiali ¢ gid piano principale d’inerzia. Infatti, se ad esempio rispetto ad una
fissata terna Oxyz di assi cartesiani, il piano z=0 contiene il sistema materiale allora, essendo, z;=0
risulta

D=Z_m,y._7.l=0 E:Z“‘|X.Z.=0
=l i=l
¢ valgono le (7.23) ,(7.24) e (7.25) .
Si pud dire che tale piano ¢ un caso limite di piano di simmetria ¢ valgono tutte le considerazioni
appena fatte, in particolare, se risulta F=0 la terna Oxyz é gia principale di inerzia.
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Cio accade certamente se il sistema piano ammette uno o due assi di simmetria materiale che
andranno scelti come assi di riferimento. In caso contrario possiamo calcolare 1 momenti principali
d’inerzia mediante la (7.25) con ¢ dato dalla (7.26), cioe:

Ag= Acos® P+ Bsen’ @-2Fsen@cos@ ,

By = Acos® (= — @) + Bsen® (= — ¢) - 2Fsen (= — ) cos (= — ¢) (7.27)
2 2 2 2
1
= fo
LY
E infine
Cy = Ay +By

in quanto, per un sistema materiale piano risulta

A=Ymy., B=Ymx equindi C=Ym(x +y/)=A+B (7.28)
i i=1 i=1

Si noti che partendo da un sistema di assi principali centrali d’inergia, Poxoyvazo,, il sistema di
riferimento Oxyz, che abbia gli assi paralleli agli assi xy,yo zo, ottenuto traslando Py nel punto
O, lungo uno degli assi principali centrali, & ancora un sistema di assi principali.

Infatii:
Esempio 7.12 Traslazione Sistema Assi Principali d’Inerzia

Sia O(0.¢,0) 1l traslato di Py lungo I'asse vy . Per il prodotlo, D, d’inerzia rispetto agli assi x.y,z
risulta:

o ¢ | O Y=Y,

D= imi(yﬂl —C)z,; = imi(yn_ Z, ) —ci m; z, =
i=l i=1 o i=1

=D, (=0) - cMz,(=0)=0
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Essendo Dy nullo perché la terna Pyxpyozy € principale d'inerzia e "ultimo termine corrisponde alla
coordinata ;=0 del centro di massa.
Infine E=Ly=0c¢ F=F, =0.

Per quanto riguarda 1 momenti d'inerzia ricordiamo che si ha, applicando Huygens,
A=A +Mc®, B=By , C=Cg+Mc (7.29)
Cid non si realizza se invece ci riferiamo ad un sistema Oxyz con gli assi paralleli a quelli della

terna principale centrale d’inerzia Poxovozo ma centrato in un punto O(a,b,c) qualsiasi.

Consideriamo, ad esempio, per semplicita, un sistema piano (per cui gia sappiamo che D=E=0), e
sia Pyxpyo una terma principale centrale d’inerzia e O(a,b), risulta:

1l ] X ] 1 "
F= Z_;mj(xuj —a)(yy -b) = Em}.{xnlyuj }—a;m_,. Yo, —b;mixo_‘ +ab¥m, =

=1

= F,(=0) - 0 - 0 4+ Mab=0

E quindi, essendo F#0, la terna Oxyz non & principale d’inerzia.

Conseguenza: se partiamo da una terna Pgxgyozog che non & principale d’inerzia per cui Fy diverso
da zero , si ha la seguente legge di variazione: F = Fy+ Mab (a=distanza di Py dall’asseyveb=
distanza di Py dall’asse x) che rappresenta il corrispettivo per 1 prodotti d’inerzia della legge di
trasporto di Huygens per i momenti d’inerzia (analogamente per D ed E).

Riepilogo

Se il corpo ha un piano di simmetria materiale © passante per O & asse principale d’inerzia la retta
che passa per O perpendicolare al piano. Gli altri due assi vanno cercati nel piano.

Se il corpo ¢ una figura piana, ogni retta perpendicolare al piano ¢ asse principale d’inerzia rispetto
al punto O in cui la retta interseca il piano. E se ammette un’asse di simmetria esso & principale e

centrale d’inerzia. Se ne ammette due, allora essi formano la coppia di assi principali e centrali di inerzia.

Se il corpo ha due piani di simmetria materiale (fra loro ortogonali), per ogni punto della retta
d’intersezione dei due piani la terna principale d’inerzia & costituita dalla retta e dalle due normali.

187



ELEMENTI INTRODUTTIVI ALLA MECCANICA RAZIONALE
GIULIANA LAURO

Esempio 7.13 Calcolo dei Momenti d’inerzia di un’asta omogenea

Come nell’Csempio 7.7 scegliamo 'asse x secondo la direzione dell’asta di lunghezza L ma
consideriamo ora il riferimento Oxyz con 'origine coincidente con 1l baricentro Py dell’asta,
Essendo il sisterna nel piano =0 risulta D=E=0 ed essendo 1’asse v asse di simmetria risulta anche
F=0. Quindi la terna Py xyz ¢ una terna principale centrale d’inerzia. Poiché tutti 1 punti del sistema
materiale asta sono distribuiti sull’asse x risulta che il momento d’inerzia rispetto all’asse x & nullo,
A=(. Dalle (7.28) s1 ha By = Cy e cioé il momento d’inerzia rispetto all’asse v ¢ uguale a quello
nspetto all’asse z.

Risulta:

L] L.\

L
7, 1 L

Bo=C, = dx=p—(—+—)=p—=M— essendo M=pL

o=C, p_J’Ix x p?)(x 8) pm I essendo p

Quindi I’'equazione dell’cllissoide d’inerzia &
Boy + C,Z2 =4 cioe 1RMLIF+2)=F

Che in corrispondenza di ogni fissato valore del parametro di scala 2 rappresenta un
cilindrofindefinito) rotondo avente per asse di rolazione Uasse x.

Questa superficic & una Quadrica Rigata ottenuta dalla rotazione di una retta r intorno ad una
retta r’, detta asse di rotazione, ad essa parallela.
r

[ | \ N

| | )

l\ \ |

Nota che questo & 1l caso escluso fino ad ora in cui tutti punti materiali appartengono ad una retta e

dunque la superficie geometrica descritta dai punti definiti dalla (7.23) non é chiusa come
I"ellissoide ma ha punti all’infinito.
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In generale s1 pud affermare che se tutti punti materiali appartengono ad una retta, ellissoide
d’inerzia relativo ad un suo punto O degenera in un cilindro rotondo avente tale retta come asse di
rotazione.

Nel nostro esempio lale asse & ["asse delle x.

U corpo si dice a strttura givoscopica vispetto ad un punto O gquando il suo ellissoide d ‘inerzia di
centro O é un ellissoide di rivoluzione.

Esempio 7.14 Momenti d’inerzia di un Rettangolo omogeneo ¢ terna Principale d’Inerzia
Consideriamo un rettangolo ABCD omogenco di base a e altezza b ¢ un riferimento Oxyz con

origine nel vertice A e I'asse x secondo la direzione della base e I"asse y secondo quella del lato AB
e |"asse z come sempre perpendicolare al piano del foglio.

a b
dm= pdC= pdxdy; M=p[ | dxdy=pab p densita costante
a0

Calcoliamo 1 momenti utilizzando le (7.13)bis e osservando che 1 domini nell’ integrazione doppia
sono rettangolari:

© =/ RS WA 1 . - I Iz
A Ja‘,o}- dxdy = p o b =M 3 b

B=

Sty T —

b
jpx:dxdy =M %a: . C=A+B-= %M(az +b%) (7.30)
H : :

ptht M
4 4

F= I j prcyedxedy = ,r)i erxj ey = ah

0non [ o

L’angolo ¢ di cui bisogna ruotare 1’asse x per farlo coincidere con I'asse principale x™(1"asse y di

p+Z) & dato dalla (7.26) :

tp—larclg 2 —larcln[a = ] a# b
27 CB-A 2 T 2al-b*

Notiamo che la terna Ox’y’z cosi ottenuta & principale d’inerzia (ma non centrale) ¢ dunque i
momenti principali d'inerzia possono essere calcolati mediante le { 7.27) .
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11 baricentro Py ( 575 ) & nel punto di incontro dei due assi di simmetria Xy € vy, come in figura,

che saranno dunque assi principali e centrali d’inerzia.
Verifichiamo che la terna Pyxgyoz é principale centrale d’inerzia .

Dobbiamo dimostrare che F=0, Infatti:

a.‘ ﬂE b_ b!
- - =0
s a4l

a/2 hil2 al? hi2
F= [ [pxydxdy=p [ xdx fydyzg[

ai2-hiz ai2 bz

Notiamo che abbiamo modificato gl estremi di integrazione in accordo con la nuova terna di
riferimento Pyxpypz che risulta dunque essere principale e centrale d’inerzia.

Calcoliamo i momenti Ay e By e Cy, principali e centrali, rispetto a questi nuovi assi.
Dal Teorema di Huygens applicato alle rette parallele x e x, baricentrale, y e y, baricentrale,
sappiamo che deve risultare :

A=Ap+M EJ e B=By+M 3\",
2 2

Da cui si ottiene:

1, b* 1 ; 1 . 1 L
Ag= M=b"-M — =—Mb" , Bp=—Ma" |, C=A; I Bp= —M(a" +b"
0 5 T » Bo=o5 0=Aot Bo= ( )

Nota che potevamo calcolare Ay usando 'integrale ;

"

S 1 312 1b b [
dxdy =pa]—-y~ |75, =pa—[—+—]=—Mb 731
bfpy y=palzy Loz =pazl—+ =1 (

E analogamente per By

L’equazione della famiglia di ellissoidi d’inerzia relativi a Py sara:

1 2o, | 11 1 -
—Mbix*+ —Ma'y'+ —M(a'+bH)z" = A
12 12 12
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Esempio 7.15 Momenti e prodotti d’inerzia di una lamina composta da un rettangolo e tre
aste

Consideriamo il sistera materiale costituito dal rettangolo omogeneo OADE e dalle aste AB, BC,
CD disposte come in figura.

AB=1m=CD
BC=0L=4m
OB =EC=3m
y
B C
A
O E X

Per il calcolo dei momenti e dei prodotti d’inerzia rispetto agli assi x e y, come in figura, occorre
calcolare il contributo del rettangolo pieno e dei lati AB, BC e CD il cui spessore non & trascurabile
e la cui densita lineare costante supponiamo sia uguale al valore costante della densita
superficiale del rettangolo OADE.

Contributo del rettangolo:
I punti del rettangolo OADE sono i punti P(x,y) con x € [0,4] e ye [0,2], dm = pdxdy, M =8p e

con la distanza d(P) dall’asse x uguale alla coordinata y e d(P) dall’asse y uguale alla coordinata x
e quindi, come calcolato nell’Esempio 7.14, si ha

14 14
Ap= pj'jyzdxdy=]pg-4:41\fi s Bp= p”xzdxd}'=]p64-2=l_6m
oD 3 3 B0 3 3

24
Fp =p nydxdy:ipﬁl-lé =2M

LR
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Contributo dei lati AB, BC, CD:

Ipunti di AB sono i punti P(0,y) con y € [2,3], dm = pdy & la massa elementare e M =p & la massz
totale dell’asta, quindi, come calcolato nell’esempio 7.13, si ha

3 5 1 - 19
A= pj'y‘cly=€p(27—8)=TM e Bip=0, Fyp-0

Peril lato CD si ha P(4,y)con vy €[2,3] dm=pdy, M=p
L 1 19 3 :
Acw=p [y'dy=_p(27-8)=""M Bey= p[16dy=pl6-(3-2)=16M

5

Ha pj4ydy:p4-%(9-4):p4-zz 10M

Per il lato BC si ha P(x, 3), xe [0,4] , d(P) dall’asse x & costante e pari a 3,
dm = pdx, M = 4p e quindi
4
Apc=p [9dx=p9-4=9M,
1}
Invece d(P) dall’asse y ¢ pari a x e quindi

s 1., 64 16 4 1.5
Bn(_-=p[x dx=p—4 =p—=—M, Fn(_-=pj'3xdx=p?p-—4 =24p =6M
) 3 3 3 o 2

Quindi per I'intero sistema si ha:

A =A|-p + AM; + Acn + AB(; =23M

80
B=By+ Bw + By +Byc = M

+ Fu + Feop +Fge = 18M
149
C_A_B_TM

]

F=Fy

Dalla (7.26) ricaviamo

1 2F 1 3.2-18
= —arct, = —arct =42.09°
¥ 2 8B—A 2 el 11 ]

angolo di cul ruotare I’asse delle x per ottencre la terna principale d’inerzia centrata in O.
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Esempio 7.16 Terna principale centrale ¢ momenti principali d’inerzia di un
disco omogeneo di raggio R

Per questo sistema esistono infinite terne principali centrali d’inerzia: ogni coppia di rette lungo
la direzione degli assi di simmetria ortogonali del disco, diametri, ( per cui F=0) con origine nel
centro di massa e asse z ortogonale al piano del disegno.

Per semplificare il calcolo possiamo prendere come area elementare [area della corona circolare
dC di spessoredr:dC =2xzrdr, dm=pdC, M= p nR*

Usiamo poi le coordinate polari , scelta naturale quando si & in presenza si simmetrie circolari;
x=rcosd, y=rsendi, re[OR], de[02x)

Per la simmetnia circolare risulta Ay = By e quindi , essendo Cy = Ag + By, nisulta Ay =By = 5 Cy
Quindi c¢i siamo ricondotti ad un integrale in una sola variabile:

C= 2 ) Ry P k! _MR e _I 2
o=p [[(x* +y")dC =p2r[r dr—T —>A—B—ZMR

hsen
Anche il disco omogeneo & un corpo a struttura giroscopica rispetto al baricentro.
Verilichiamo ora che per un disco omogeneo il prodotto dinerzia F & nullo rispetto alla coppia di

assi cartesiani, con origine nel centro di massa, scelti lungo i due diametri ortogonali, assi di
simmetria materiale, come nella figura.

in R n R 1 . = R
F = p[do[rcosdrsendrdr = p [d]rcos drsentrdr = pLgsen 9] [ridr=0
0

L} [ L] it
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8. MATRICE D'INERZIA

La relasione che esprime la legge di variasione del momento d'inersaa al variare della retta in una siella
i centro O & una forma guadratica reale delinita positiva, se s1 esclude il caso che tutti 1 puni materiah
siano su ung retla. La matnee reale e simmetrica ad essa associala s chiama Matrice d’Inersia (o anche
Omaogralia d'Inersia o anche Tensore d'inersia). La ricerca delle diresioni degli assi principali d'inerzia e
dei cornspondenti moment principali d'inerzia si nconduce eosi ad un problema agli autovalor di
quesla matrice.

8.1 Diagonalizzazione della Matrice d'Inerzia. Soluzioni del Polinomic Caratteristico

Considenamo un sistema di punti materiali (P; my), 1=1,...n, e una retta orientata », passante per il
punto O, con versore u le cui componenti sono i coseni direttori ¢, B ¢ ¥ rispetto ad un sistema
di riferimento prefissato Oxyz. Nel paragrafo 7.7 abbiamo definito il momento d’inerzia I, del
sistema rispetto alla retta r mediante la seguente forma quadratica defimita positiva, avendo escluso
il caso che tutti 1 punti si trovino su una stessa retta:

Alla forma quadratica ¢ possibile associare la seguente matrice lg
L= _:iflm-l ua(p -0 =ACE+BR2+Cy*-2DBy -260y-2Fa f (8.1)
c0;1_ L,=0 Ve f,y diversi da zero
Alla forma quadratica ¢ possibile associare la seguente matrice Iy
(A -F -E)

-F B -D
\-E -D <C)

L&

(82)

Infatti, risulta
A -F -EYa
0<I, =u-Iju=(a B y)-| -F B -D|B (8.3)
-E -D CJ\y

che & il prodotto scalare tra il vettore u ¢ il suo trasformato 1 u, tramite ["applicazione lincare 1 da
R'inR".

La matrice reale quadrata 3x3, simmetrica, reale, Iy, viene chiamata matrice d’inerzia (o anche
tensore d’inerzia). S1 estende anche a Iy la defimizione di definita positiva.

Come conseguenza del Teorema Spettrale dimostrato nei corsi di Geometria, essendo la matrice
d’inerzia [ una matrice reale e summetrica, essa risulta sempre diagonalizzabile, cioé esiste una
basc ortonormale di R costituita da suoi autovettori ¢; . i=12.3, rispetto alla quale essa risulta
diagonale.

N 1 sei=] -
Quindi risulta €.~ o ij=123
0 seiz]
e le; = Aje; i=1273 (8.4)

con gli autovalori A; soluzioni del pofinomio caratferistico det (Ty - A )= 0, avendo indicato con
“det” 1l determinante ed essendo / la matrice identita
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1 sei=]
. ]

o o =

00
10 icui elementi sono i —ﬁli = T
01 |0 se1#]

con ﬁ,i simbolo di Kronecker.

Come visto prima nel paragrafo 7.6, alla forma quadratica definita positiva I, della (8.1) si puo
associare un ellissoide, detto ellissoide d’inerzia, relativo al punto O (centro di simmetria) che
costituisce un diagramma della variazione dei momenti d’inerzia al variare della retta in una stella
di centro O ¢ la cui equazione & :

AX+By’ +CZ -2Dyz 2Exz-2Fxy= A’ (8.5)
con A costante dimensionale prefissata positiva,

Analogamente alla (8.3) , se P & il generico punto di coordinate (x,y,z) appartenente a tale superficie
quadrica, allora I'equazione (8.5) & equivalente a :

(P-0) - Ty(P-0) = A’ (8.6)

con Iy la matrice d’inerzia (8.2) definita positiva associata alla quadrica.

. r i . 3 3 sz 3
Per quanto detto sopra, se usiamo un nuovo sistema di riferimento in R” | sempre con origine in O
ma individuato dalla base costituita dagli autovettori di Iy ( che esiste sicuramente grazie al
Teorema Spettrale), rispetto a tale base la matrice si diagonalizza e possiamao scrivere

fA, 00
|{] = _U H“ 0 (8?)
I\O 0 Cﬂ

Avendo denotato con Ag, By, Cy le soluzioni del polinomio caratteristico det (I, - A7) =0,
La (8.5) assume dunque la forma canonica :
A B 4B, +C, 0P =4 (8.8)

con &,1,C le coordinate nel nuovo sistema di riferimento basato sugli autovettori .

Quindi, mancando la presenza dei prodotti d’inerzia in (8.8), le tre direzioni individuate dagli
autovettori sono gli assi principali d’inerzia con origine il punto prefissato O (assi di simmetria
geometrica dell’ellissoide), e i relativi autovalori (reali e positivi) rappresentano i momenti
d’inerzia rispetto agli assi principali, cioé i cosiddetti “momenti principali d’inerzia”.
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Esempio 8.1 Calcolo dei momenti principali d’inerzia per la lamina
dell’Esempio 7.15 mediante I’uso della matrice d’inerzia

Con 1 valori dei momenti e prodotti d'inerzia calcolati nell’Esempio 7.15 possiamo scrivere la
matrice d’'inerzia relativa alla lamina:

23M  -18M 0
T 0
3
80
0 0 @+M

Grazie ai risultati del paragrafo precedente sappiamo che 1 momenti principali d’inerzia sono gli
autovalori di questa matrice e quindi le soluzioni del determinante seguente:

23M-A  -18M 0

-18M %)M-A 0 =0

0 0 (23+%())M~

Sviluppando questo determinante secondo 1'ultima riga ( metodo di LaPlace), si ottiene:

(%9M -.)\)[[23M—A)fg—;JM - A)-18M1=0

4]
(174' -A)[ 3K -149A + 868] =0

E quindi le seguenti 3 soluzioni (valori approssimati alla terza cifra decimale):
A =49666, A,=42926 A, =674

Corrispondenti ai momenti principali d’inerzia

Ap=674M , By =42926M , Cp =49,666M
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rispetto agli assi &,1,C rispettivamente.

In accordo con le relasioni intercorrenti wra i semiassi dell’ellissoide in forma canonica :

2 b= Ao A

abee A= — ,
VA VBy vCo

A questi autovalori corrispondono le direzioni degli assi della terna principale d’inerzia date dai
relativi autovettori. Se per esempio vogliamo determinare la direzione del versore ej( €11 €12 . €13 )
dell’asse £ | corrispondente a Ag = 6,74 , dobbiamo usare la (8.4) e risolvere :

(Tn— Ao Ner=0.
Cio¢
236,74 -18 0 e”\.
M|-18 26,666 - 6,74 0 e|1:=0
0 0 49 666- 6,7 \em)l

E quindi risolvere il seguente sistema:

1626 ¢, -18¢;x =10
(8.9)
-18e +19926e;; = 0
42,926 ey — 0

Nota che ovviamente risulta e;; — 0 essendo il sistema piano e [’asse z = C e inolire deve anche
essere verificata la condizione.

en’-en’ -1, (8.10)

con e =cosp e 7 = cos(m/2—@)=senp , ¢ essendo I'angolo tra I'asse delle x e 'asse
principale d’inerzia & cercato.

Dal sistema (8.9) risulta e;; = 0,903 ¢ che, insieme alla condizione (8.10), fornisce
¢ =42,09° che rappresenta, quindi, I'angolo di cui ruotare I’asse delle x affinché la terna Oxyz

diventi principale d’inerzia.

1l valore trovato ¢ in accordo con il risultato ottenuto nell’Esempio 7.15 utilizzando la formula

1 2F
7.26) = —arctg =4209% .
(726 =Zarcteg—2
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Esempio 8.2 Matrice di inerzia per un triangolo omogeneo

Consideriamo 1l triangolo dell’Esempio 7.9 e calcoliamo 1 momenti d’inerzia relativi alla terna
Oxyz della figura.

dm = pdxdy , .\1—%
(p=1)

0 _ ALY x

Considerato il triangolo come dominio y-semplice e utilizzando le (7.13)bis si ha:

I = Y I x 5

j | [y dyldx ; B=_[|:_[ dy]x~dx

(L] oo

1! 11 1 Ly logq 1
Sy Pdx == —=— B=[x‘dx=—[x"], ==
:{ E T ixx =5

Essendo il sistema piano risulta C-A+B - T

1 x | 1 1
F=[x[[ydyldx = —jxgdx =—
00 24 8

Quindi la matrice d’inerzia relativa ad O & data da:

A
| _] 0
12 8
A R
8 4
0 0 l
12
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Per determinare il momento di inerzia del triangolo rispetto alla retta r passante per il vertice A e
parallela all’ipotenusa OB possiamo usare la (8.3}, I, =u- 1 u, che fomisce il momento d’inerzia
rispetto alla retta per O lungo la direzione del cateto OB e poi applicare il teorema di Huygens.

¥ B(L.1)

T

0 A(1,0) X

Il versore w comune alle 2 rette ha componenti v, =cos45, vy =send5 , u,=0

Quindi
1 1 2
o iy 0 -
J 12 8 2
2 2 1 1 2
I =u-I,u= e e = gl =
RSN [2 2 0] 8§ 4 ° 112
0 0 Lol I @
12
142 142
122 8 2
/2 2 142 142 1.1 1 1
I=ulu=| "0/ - = (- =
“““"[22] 82 %42 | 254"
0

Dal Teorema di Huygens si ha
I, =u-Lyu+Md?

dove d é la distanza del vertice A(1,0) dalla retta per I'ipotenusa di equazione y-x=0.
Quindi

i |ax“+hy‘.,+c_ 1 _\l'IZ
Val +b? V2 2
7
[r:L+l.l:_M
24 22 12
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Esempio 8.3 Uso della matrice d’inerzia per il calcolo dell’ Energia Cinetica di un sistema
materiale rigido in un atto di moto rotatorio

Con riferimento alla formula fondamentale dei moti rigidi (4.27) nel caso di un atto di moto

rotatorio, ¥(0) = 0 ¢ O appartenente all’Assc di Istantanca Rotazione, per un sistema di n punti
materiali P; di massa m; , s1 ha

viP)=oAP -0) , (v, o, o;)

E quindi I’energia cinetica T sard:

niv(Pi}z— }Emj[mA(Pj—O)]z (8.11)

d,
3

||M:|

,l,_l
T2

Svolgendo 1 calcoli come nel paragrafo 7.6 per arrivare alla formula (7.17) del momento
d’inerzia [, , s1 ottiene

T=Awm I Bas 1Co3 -2Dm, o, - 26, 0;- 2F 0, o, (8.12)

Riconosciamo in questa espressione una forma quadratica definita positiva nelle componenti della
velocita angolare ), > , (03 a cul ¢ associate la matrice d’inerzia 1, (vedi (8.2)) tale che

A -F -E
L,=[-F B -D
-E -D C

Quindi, similmente alla (8.3) , nsulta
1 2
T=Ew-T0w (8.13)

Nel caso particolare di un asse fisso di rotazione con versore u sard W = mU e quindi la (8.13)
diventa
1 1 5 ..
T= Ew']“w = —Z-[U-I',u]w = -i-luw

dove abbiamo usato 1a (8.3) e 1, &1l momento d’inerzia del sistema rispetto all’asse di rotazione,

200



ELEMENTI INTRODUTTIVI ALLA MECCANICA RAZIONALE

GIULIANA LAURO

9. COMPLEMENTI DI GEOMETRIA DELLE MASSE: ELLISSE DI CULMANN,
NOCCIOLO CENTRALE D'INERZIA

Nel caso di un sistema materiale piano, 'intersezione dell’ellissoide principale d’inerzia relativo ad
un punto O con il piano del sistema fornisce una ellisse. In comspondenza di un opportuno valore
del parametro positivo A, in termini dei giratori d’inerzia, si definisce una particolare ellisse detta
Ellisse di Culmann. Se il punto O coincide con il Centro di Massa del sistema avremo I'Ellisse di
Culmann Centrale che riveste un ruolo notevole in Scienza delle Costruzioni nella determinazione
del Nocciolo Centrale d’Inerzia legato alla verifica di stabilitd di una struttura, Ad esempio, un
muro o un pilastro risultano in buone condizioni di stabilita sc per ogni sezione orizzontale il
cosiddetto centro della sollecitazione si trova all ‘interno del nocciolo .

Rimandando a testi specifici I'approfondimento di tale argomento, qui ci limiteremo, dopo aver
determinato ’ellisse di Culmann, a richiamare nozioni di Geometria sull’antipolarita rispetto ad una
ellisse reale che saranno fondamentali per la costruzione del nocciolo di alcune figure piane.

9.1 Ellisse di Culmann
Consideriamo un sistema materiale piano ¢ sia z=0 tale piano. Sappiamo che, rispetto ad un punto O
del piano, la perpendicolare in O a tale piano é asse principale d’inerzia. Se sezioniamo [’ellissoide
d’inerzia relativa ad O con il piano z=0 otteniamo un ellisse nel piano xy:

Ax* Byz -2Fxy = 12

Se gli assi x e y sono principali si avra

Agxt+Bpy? = A2 (9.1)

ricordiamo che dalla costruzione dell’ellissoide d’inerzia
la misura del segmento intercettato sulla generica retta r
della stella di centro O dell’ellissoide & tale che

h . L
PO = - [, momento d'inerzia rispetto ad r
Y II
Agxt+Bpy? = A2 (9.1)
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Ricordiamo inoltre, la Definizione I data all’inizio del paragrafo 7.6 del giratore, &, rispetto ad una
generica retta

. 1 K
== = L=M§,

M

risultera, quindi, rispetto agli x,y principali d*inerzia:

A, =Ms) B, = M3

Posto » = x-'rl\«lﬁxéy e sostituendo in (9.1) si ha

% +;—: =1 Ellisse di Culmann (cquazione in forma canonica) (9.2)

Se il punto O coincide con il Centro di Massa avremo I'Ellisse di Culmann Centrale.

9.2 Richiami sull’ Antipolarita rispetto ad una ellisse reale

Sia data un’ellisse reale in forma canonica
at bt
si definisce antipolare di un punto T dell’ellisse la retta t tangente all’ellisse nel punto T’
simmetrico di T rispetto al centro O

T t

d'IrT r

¢ viceversa 'antipolo di una retta t tangente all’ellisse nel punto T7 ¢ il simmetrico T rispetto ad O
diT. TpuntiTe T sidicono coniugati nell’antipolarita.

Il diametro d passante per T e T” si dice coniugato alla direzione della retia t.
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Dalla definizione segue che I’antipolare di T passa per T” e ["antipolare di T passa per T.

Pit in generale vale il seguente Teorema di Reciprocita:

Se 4 e B sono due punti qualungue del piano dellellisse e se l'antipolare di A passa per B allora
Dantipolare di B passa per 4,

Ne consegue

a) Le rette di un fascio a centro proprio Q (al finito) hanno gli antipoli appartenenti ad una
stessa retta che ¢ Pantipolare di Q

b) Le rette appartenenti ad un fascio a centro improprio (all’infinito), e cioé fascio di rette
parallele, hanno gli antipoli su una stessa retta che é il diametro coniugato alla direzione
comune delle rette del fascio. Per individuare tale diametro ¢ sufficiente , per la definizione di
antipolare, tracciare le due rette del fascio che siano tangenti all’ellisse e congiungere i punti di
tangenza.

¢) Per ogni coppia di punti coniugati P, P’appartenenti allo stesso diametro risulta costante il
prodotto delle loro distanze dal centro dell’ellisse. Quindi se (A A”) e (B,B’) sono due coppie di
punti coniugati appartenenti allo stesso diametro risulta

|OA||(},*\': =|0B|OB! ¥ (A,A')e(B,B')e allostesso diametro (9.3)

DETERMINAZIONE DELL’ANTIPOLO DI UNA RETTA r NON DIAMETRALE

Poiché gli antipoli di un fascio di rette parallele si trovano sul diametro coniugato alla direzione
comune € evidente che Iantipolo A di una retta r del fascio si troverd su un diametro d
coniugato alla direzione di r.

a) Seindichiamo con A’ il punto di intersezione della retta r del fascio con il diametro
coniugato d allora risulta che A e A’ sono coniugati nell’antipolarita in quanto A’ per
costruzione appartiene ad r che é Iantipolare di A e quindi, per il teorema di reciprocita , A
deve appartenere all’antipolare di A”.

@

[T

f

IT L
t
”
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E quindi il punto A si trova sul diametro coniugato ad una distanza da O pari a

oA = ot | (9.4)
|0A' '

Tale relazione ci consente di individuare la posizione dell’antipolo dir.

9.3 Nocciolo Centrale d’'Tnerzia

Definizione: Il nocciolo centrale d’inerzia € il lnogo dei punti che sono gli antipoli rispetto
all’ellisse centrale di Culmann delle rette tangenti esterne al contorno del sistema materiale
considerato( cioé che non tagliano la figura che delimita il sistema materiale).

Quindi data I’ellisse di Culmann

dalla Geometria si dimostra che I’antipolare di un punto P(xp, yp) rispetto ad essa, diverso dal
centro di massa Py, ¢ la retta di equazione

e 0.5)
5 &2

e inversamente, alla generica retta r non passante per Py di equazione
ay x Tagy ta;=0
& associato un punto P, detto antipolo, di coordinate

2 20
xp=8—-  ypp=&i—2 (9.6)
g a3 (T3

E quindi se la retta r & tangente esternamente al bordo del sistema materiale considerato, queste
relazioni ¢i forniranno la posizione di un punto del bordo del nocciolo.

NOTA: 8i verifica facilmente che
1) le rette esterne alla figura hanno gli antipoli interni al noceiolo;

2) le rette all'infinito hanno I’antipolo coincidente con il baricentro G;
3) individuato il nocciolo della figura e dato un punto P, ¢ immediato stabilire se

204



ELEMENTI INTRODUTTIVI ALLA MECCANICA RAZIONALE
GIULIANA LAURO

Ia posizione dell’antipolare p di P, risulti esterna, tangente o secante alla figura a

seconda che P sia interno, sul contorno o esterno al nocciolo;

4) il nocciolo & sempre una figura convessa.

5) se la figura ha dei lati rettilinei a essi corrispondono gli spigoli del nocciolo,

mentre agli spigoli corrispondono i lati del nocciolo; in particolare se la figura & un

poligono di n lati anche il nocciolo & un poligono di n lati e i vertici del nocciolo

sono gl antipoli dei lati del poligono, viceversa i lati del nocciolo sono le antipolari

dei vertici della figura;

6) se la figura non ¢ convessa, ai fini del calcolo della frontiera del nocciolo, si deve renderla
convessa (per evitare che le tangenti alla frontiera della figura la taglino).

Esempio 9.1 Nocciolo centrale d'inerzia per un rettangolo dilatiach.

Si verifica facilmente che gli assi cartesiani in figura sono una coppia di assi principali centrali
d’inerzia, essendo assi di simmetria matenale, e risulta

; . A, B,
Ag=LMb? | B, = ~Ma? =5, = =2 = br , By = =
12 12 Mo 25 VM 243

L’equazione dell’ellisse centrale di Culmann & dunque

i Tl NS
y o L diametro coniugalo

- \\I alla direrione di 8 /f BC

Nl 2
1-).‘1 +123.: —
a” b-

N

Dalla figura risulta che il lato MQ giace sulla retta tangente al rettangolo ¢ passante per i punti M ¢
Q. Questa retta ¢ coniugata al diametro dell’ellisse di Culmann coincidente con Iasse delle x e
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quindi il suo antipolo B si trova su questo asse. Il suo coniugato B & il punto di intersezione

5 f E . ;&
dell’asse x e del lato MQ e quindi 51 trova ad una distanza dal centro Py paria —a .
Per la proprieta dei punti coniugati appartenenti allo stesso diametro, si ha:

b - 1
|OB|OB] =3, =|0B—a=—a" = |0B|=—a
2 12 6

Controlliamo servendoci delle relazioni sulle coordinate (9.6) -
la retta tangente passante per i punti M ¢ QQ ha equazione x —Ea = (} ¢ quindi il suo antipolo B

as

ha coordinate v, =8 =% =0 essendo a, =0 ¢ invece

a;

2 " i ] 2 1

Xy =0.— implica xg=—(—=)=——a
Y plica xp=770="5

Ripetendo 1l ragionamento per ghi altri 3 lati PQ, PN, NM si ottengono gli antipoli A, D, C
rispettivamente , come da figura.

Il rombo ABCD ¢ il nocciolo centrale d'inerzia: i lati del rombo sono costituili dagli antipoli delle
rette dei fasci di rette di centro 1 vertici del rombo ed esterne al rettangolo, cioé le tangenti esterne
ne1 vertict del rettangolo. Infatti preso ad esempio 1l lato BC, essendo B antipolo della retta per
vertici M e Q e C I'antipolo di quella per M eN che si incontrano nel punto angoloso M, per il
teorema di reciprocita, il punto M & "antipolo della retta per BC e quindi ogni retta passante per M
deve avere il suo antipolo sulla retta per BC.

In particolare la retta s per M e parallela a BC avra PM come diametro contugato e quindi 1l suo
antipolo si troverd internamente a BC e analogamente per le altre tangenti esterne.

Si ripete 1l ragionamento per gli altri lati del rombo.

Ribadiamo che ai punti angolosi della figura del sistema materiale corrispondono tratii rettilinei
del nocciolo d’inerzia . E quindi se il contorno della figura € una poligonale di n lati anche il
nocciolo sard un poligono di ugual numero di lati.

Se si considerano rette esterne al contorno 1 loro antipoli saranno interni al nocciolo | se s1
considerano rette che tagliano il contorno gli antipoli saranno esterni al nocciolo e se tagliano anche
il nocciolo gli antipoli saranno esterni al contorno della figura.

Esempio 9.1 Calcolo dei momenti principali centrali dinerzia e nocciolo d'inerzia di una
figura forata.

Nell’Esempio 7.6 del paragrafo 7.4, la figura considerata ¢ una figura forata ottenuta sottracndo al
rettangolo esterno Ry di altezza 7 cm e base Sem il rettangolo interno Rz di altezza 6cm e base 3em.
Lssendo 'asse y un asse di simmelria materiale esso € un asse principale d’inerzia e la retla
ortogonale ad esso ¢ anch’essa principale d’inerzia per ogni suo punto , in particolare per il Centro
di Massa Py caleolato nel paragrafo 7.6.

Quindi la terna di assi Pyxgyoz con origing nel Centro di Massa costituisce la terma principale
centrale d’inerzia.
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et

¥a
Py(25.4)

P[P

Kip Xy
xp”’

Essendo I'area totale (massa totale) A = Area del rettangolo Ry — Area del rettangolo Ra= 17
€ ¥u1=3,5 la coordinata y del baricentro del rettangolo R, , v,.2=3per Ry X, =25ex,:=2.5,
le coordinate x dei baricentri dei due rettangoli.

Nella figura abbiamo indicato con xq” I’asse passante per il baricentro di Ry e con x4™" quello
passante per 1l baricentro di R, entrambi paralleli all’asse x,

Calcolo dei momenti principali centrali d’inerzia A, e B,

Con A, =Aqg ~Agp,e By =Bop, ~Bog,

Dal Teorema di Huygens si ha:

Agr, =A oy FMI(Yo —¥o) € Agp, =A

2
0y , TMa(¥o ~¥o2)

xa"R.

Essendo xq'un asse baricentrico per il rettangolo R, | di altezza hy =7 possiamo applicare la formula
(7.31)con (p=1):

2 2
hi 7 49
Agor. =M = M;—=5-7-"2=1428
e R T V) 12
Avremo quindi A"KI = l42,8+35(4—3,5)2 =151,55
Analogamente, A, =18 ?§+18(4—3)2 =72

Quindi Ay =Agg, —Aog, =79,55

Per quanto riguarda B, osserviamo che 1'asse v, ¢ baricentrale per entrambi i rettangoli e quindi ,

sempre grazie alla (7.31), si verifica facilmente che

2 c 2
M 5 Msb3 . nade 9
B = Mibi’ :35,_2’ =728 e¢B = 202 =18v—9 =13,5 sono 1 momenti di inerzia,
YL g 12 3 12

rispettivamente, di R; con base by =5 e di Rz con base ba = 3.

12
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Quindi

B B,, =728-135=593

0= Buk] = g
Siamo ora in grado di determinare i Giratori d’Inerzia:

A, [71955 —— . [B, (593 ~—
(Do _ 1722 - 467=216;5, [~ =227 = 348 =186

5, = |Te O o
I U AT o<y A Y17

E quindi ellisse di Culmann avra equazione:

e
i |
2 2

8)’{: an

1l calcolo dei vertici del nocciolo si ottiene infine dalle relazioni di antipolarita rispetto a questa
ellisse delle rette tangenti alla figura resa convessa aggiungendo il tratto CD,

L’antipolo A della retta tangente r” si trova sul diametro coniugato, posto sull’asse y, ¢ passante
per A7, coniugato di A, che dista dal centro P, dell’ellisse:

5 : 83 7
[P.A[P,Al =85, con|P,Al=7-4=3>[PAl= ;" = % =155
ma da patte opposta a P, e quindi si ha A{0, -1,55)
M T A g’
B
E F
A
s |1 ]2
C D,
AT T

Analogamente ["antipolo B della retta tangente r** (parallela ad r*) e coniugato di A™', si trova sul
diametro coniugato posto sull’asse y, e passante per A’ | a una distanza da P,
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52
PoB|PoA' =82 con|P,A'|=4 5 |P,B =" = o L 1,16
4 4 4

posto da parte opposta rispetto a P, e quindi risulta B(0, 1,16)

Analogamente, per le due tangenti verticali s e s”’avremo gli antipoli E e F sul diametro
coniugato passante per sull’asse x,, , posti simmetricamente da parti opposte rispetto a P,

Il rombo & il noceiolo centrale d’merzia, infatti:

a) gli antipoli delle rette dei fasci di rette di centro i vertici del rombo ed esterne al
rettangolo, cioé le tangenti esterne nei vertici del rettangolo, devono appartenere ai lati del
rombo. Infatti preso ad esempio il lato AC, essendo C antipolo di 87 e A Pantipolo di ¢* | peril
teorema di reciprocitd, il punto M & Pantipolo della retta per AC e quindi ogni retta passante per M
deve avere 1l suo antipolo sulla retta per AC. In particolare la retta per M e parallela a AC avrd 1l
diametro coniugato che interseca AC e quindi il suo antipolo si troverd internamente a AC e
analogamente per le altre tangenti esterne.

Si ripete il ragionamento per gli altri lati del rombo.

Esempio 9.2 Sezionea T

¥ DATI
) B = 15cm
- .
H=20cm
.
T i b=3cm
I i
: R i h=5cm
| o
|
!
"
I
I
'I
i R
|
!
I
I
|
i
L ]
.4
®*----- -
b

Calcoliamo il baricentro pensando la figura come composta dai due rettangoli: rettangolo Ry
superiore ¢ Rz inferiore.
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Coordinate dei baricentri parziali:
X =715 ¥y =173
X2 =75 yp=75
Essendo M; =75 e My =45, si ha:

My +May,, | 7517544575

Yo 13,75
M, +M, 75+45
X, =7,5 avendola figura un asse di simmetria verticale
A
Yo
B
R et EREET PP PP PR LR .
= 15¢

y B=15cm
° . H - 20ecm
E : b=3cm
e _____._. _._P; ............. _‘; | " b sem
| ?, .
: L
] X

i

' X,=7.5cm
: Yo 13.75cm
i S
| prol
.

Essendo I'asse yo di simmetria, la terna Poxoyoz @ principale e centrale d’inerzia.
Calcoliamo i momenti principali e centrali d’inerzia.

A=A

Agg, +A

o e B, :BnR] +BGR3

0Ra
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Rispetto alla terna Poxypyoz  dal Teorema di Huygens si ha:
A o ~ Momento d’inerzia del rettangolo superiore rispetto all’asse x°, passante per il suo

baricentro Po; pil la sua massa per la distanza di P, da P, al quadrato, cioé

2 x 5
Aog, =Axrn.,{1 +M(Yo1 =Y ) = 11215-5-“ +15-5(17.5-13,75)2 =1210 94

e analogamente per 1l rettangolo inferiore

1

3 74
A{,R2=EIS-5 +15-5(17,5 -13,75)% =2601,56

Quindi
Ap=121094 + 2601.56 =3812.5

Per quanto riguarda B oR, del rettangolo superiore si ha

5.15° _
Bor, = S 1406,25

mentre per il rettangolo inferiore

15.3°
B, = =3375
oRg 12

e quindi

B, = 1440
Avremo quindi per i giratori:

A [3.812.5 B 1440
B, =4—L =77 =2 = 3177 =563 5, =,—% =\; =12 =3,4¢
\ 120

\'Mm 120
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Per il calcolo del nocciolo, rendiamo la figura convessa aggiungendo i lati AB e CD

LY f Y 5 B=15cm
\‘. |r .............................. _‘I
N B ' H =20cm
v Py '
. -- +--®
AN ! h=35cm
N i h
s i X, = 7.5cm
LB L
i , L J ] .
i Y P ' Xy Vo~ 13.75¢m
Hi o i
: Y i
I - 1, : IS B
" ; X
[ Bttt | :

le rette tangenti alla figura resa convessa hanno equazioni

niy+13,75=0
A-Xp ¥-¥p

Ty ! = = 014x +0,06y+1=0
B XA YBTY¥a
nix+735=0

g y-625=0

I x—75=0

X _ ¥YTVC o g 14x 40,06y 41=0
X ~Xp Yo~ Y¥Yp
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Per determinare I"antipolo R; della retta tangente 11 & sufficiente usare la relazione tra punti
coniugati nell’antipolarita :

|PUR1|P0R'1‘ =52 = |BR[13.75=31.77> [P, Ry| = 1

13,75

2,31

Analogamente per Ry : [P, Ry|=5,08 ; per Ry : [P, R3]=1,6 e il suo simmetrico
Rs :|PoRs=1.6

\ ¥ ¥o I
i I
I / _1s
‘\ | ! B 15em
y r———— - ———_———. - - xf
\ [
\ B I i H=20cm
______ LTl
T % fT b=3cm
/
b i
/
L R /1 h h=5em
: \ R R / :
Al
i ®
: 3 r"l
\ T
: \ Rs R; £ Xa
L ¥
/
I I
I VP2 [
: Y Fg! ,
\
: 3 1 R4 i !
I \ / Lrs
\ I
I 2 / |
i ) ! |
I \ i I
! \ J, I
! \ y I
| \ : |
I N\ |
I \ !
. y : : )
R

XRy=8jL=12=2<16
: 0,06
=522 -3177.22 =19
yﬂg a; 1

e 1l suo simmetrico sard R4 (-1,6, 1,9).
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Esempio 9.3 Nocciolo di un disco omogeneo.

Come calcolato nell’Esempio 7.16 , i momenti principali centrali d’inerzia di un disco di raggio R
sono dati da Ap=B = MR? e quindi risulta &, = | N % g
i) i) 3 1 % 1|I| M 1‘I M 2

L’ellisse degenera in un cerchio di raggio la meta del raggio del disco.

Per ogni scelta di una fra le infinite rette tangenti, una per ogni punto del bordo del disco, esiste un
diametro coniugato alla direzione di tale retta tangente che & asse centrale d’inerzia (esistono
infinite coppie di assi centrali d’inerzia per la completa simmetria circolare) e quindi la relazione tra
punti coniugati sullo stesso diametro, vedi figura, fornisce

oaloa’|=38} | |OA'|=%=—=

1l nocciolo é pertanto ancora un disco ma di raggio R/4.
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10. ESERCIZI DI PROVE INTERCORSO E DI ESAMI

In questo paragrafo vengono proposti testi di esercizi dati a prove intercorso e ad appelli di esame.
Esercizio 10.1
Sia S = (Pi,vi), (P2, v2) | unsistema di vettori applicati paralleli con:
Pi(5-2) wi=2i-j , P2(3.0) wva=-4i+2j

Ruotati 1 vettori di 8 di un angolo di /6
i) determinare ’'equazione dell’asse centrale r;
itfjdeterminare le coordinate del centro P, usando la definizione;
iii) determinare un sistema 5’ equivalente a § motivando 1l nisultato.

Esercizio 10.2

In un certo istante di tempo /. le posizioni dei punti A ¢ B, nel piano Oxy, sono date da
A(2,-1) e B(-1,0) e le velocita sono v(A) =-3i +2j e v(B) =xi+j

#)  determinare il parametro x affinché I'atto di moto sia rigido;

i) calcolare la velocita angolare m e verificare che é un atto di moto rotatorio;

i) determinare I’equazione dell’asse di istantanea rotazione e le coordinate del centro di
istantanea rotazione C.

iv) Venficare 1l Teorema di Chasles.

Esercizio 10.3

Sia S 1l sistema dei vettori applicati (P, v1) , (P2, vp) paralleli, con: Py (5,-2, P2(3.,0), v; =21,
vy = -4i +2j.

1) Determinare I’equazione dell’asse centrale »

2) Determinare le coordinate del centro Py usando la definizione;

3) terminare un sistema S’ equivalente a § motivando il risultato
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Esercizio 10.4

Verificare, mediante il calcolo matriciale applicato alle Equazioni Cardinali della Statica, che la trave in
figura & una struttura isostatica e determinare le reazioni vincolari R, e Ry risolvendo il sistema di
equazioni.

AB=2=BD
AE=1=EB
=10 N

Eserciziol0.5

Una volta determinate e coordinate dei punti A ¢ B dell’asta in figura, di lunghezea 27, il cui punto medio G
scorre senza strisciare sull’asse delle x, determinare:

1) 11 Centro di Tstantanca Rotazione ¢ le velocitd di A ¢ B

2) Ta veloeitd angolare w dell’asta usando la formula fondamentale della cinematica rigida.
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Esercizio 10.6

Duc sistemi di vettori applicali T ¢ ¥ hanno risultante R = R? = 2i - j ¢ momento risullante

M(0)= -i - 2j - k e M"((}) = 4k rispetto ai punti O(0, 0,00 e Q(1, 2,-1).

1) Verificare che ¥ ¢ 3 sono equivalenti a (T,R) con T(1, 0, -1)

2) Determinare ’equazione dell’asse centrale (comune perché ¥ e T sono equivalenti) e verificare
che T appartiene a tale asse

Esercizio 10.7

Verificare, mediante il calcolo matriciale applicato alle Equazioni Cardinali della Statica, che la trave in
figura & una strutfura isostatica ¢ determinare le reazioni vincolari Ry ¢ Ry risolvendo il sistema di
equazioni.

AB=2m
AC=1m CD=05m
Fi=5Kg
F:=3Kg

Esercizio 10.8

Un disco D di raggio # rotola senza strisciare all’interno di una guida semicircolare C di raggio R.

1) Determinare la posizione del Centro di Istantanea Rotazione del disco D e la velocita del centro P
del disco D

2) Determinare la velocita angolare @ del disco D servendosi della formula fondamentale della
cinematica rigida
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Esercizio 10.9

Un sistema di vettori applicati ha risultante R = 3i-j+2k e momento risultante, rispetto al polo
0(0,0,0) , M(O) = - di — 2j + k.

1) Calcolare il momento rispetto ad un punto dell’asse centrale.

2) Calcolare I'equazione di tale asse.

Esercizio 10,10
Verificare, mediante il calcolo matriciale applicato alle Equazioni Cardinali della Statica, che la

trave in figura ¢ una struttura isostatica ¢ determinare le reazioni vincolari R . Rpe Rg: risolvendo
il sistema di equazioni.

BD-DE=2m; BH=1m; F;=10N

F, L DB

Esercizio 10,11

Un disco D di raggio » rotola senza strisciare all’esterno di una guida semi circolare di raggio R.

1} Individuare la posizione del Centro di Istantanea Rotazione del disco D e calcolare la velocita del
centro P del disco D

2) determinare la velocita angolare @ del disco D servendosi della formula fondamentale della
cinematica rigida,
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Esercizio 10,12

AB = 3m, BE=1,5m

v

Nell’arco a 3 cerniere in figura si sostituisca alla cerniera in A un carrello a scormimento orizzontale,
rendendo cosi la struttura labile.

a) Determinare il Centro assoluto di istantanea rotazione per il moto dell’asta AB e verificare che &

allineato con 1l centro del moto relativo delle due aste e con 'altro centro del moto assoluto
dell’asta BE

b) Determinare la relazione tra gli angoli infinitesimi di rotazione intorno ai due centri di istantanea
rotazione assoluti

Esercizio 10.13

Per la figura composta da un quadrato di lato 2« e da un rettangolo di base « e altezza 4, come in
figura.

a) Verificare, calcolando il prodotto d’inerzia F, che la terna Oxyz ¢ principale d’inerzia.

b) Usando le proprieta di simmetria della figura, determinare le coordinate del Centro di Massa G.
¢) Calcolare il momento d’inerzia della figura rispetto alla retta r passante per il vertica A e
inclinata di 45° rispetto all’asse x.

d) Scrivere la Matrice d’inerzia I, ¢ verificare che gli autovettori coincidono con 1 versori della
terna fissata.
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Esercizio 10,14

Per il sistema materiale omogeneo composto da un quadrato e un triangolo rettangolo isoscele come
in figura, si determini:

1} 11 baricentro
2) La matrice d’inerzia relativa al punto O
3) Il momento d’inerzia relativo alla retta passante per i vertici AeC

C
y i ‘ AB=BC=1Im
A B
o »

X

Esercizio 10,15
Per I'arco a tre cerniere in figura si determini;

1} Lareazione vincolare Ry e la reazione vincolare Ry utilizzando il Principio dei Lavon Virtuali

AB=BD=1m
l“'lzl kg,F:zlkg
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Esercizio 10.16

Per il sistema materiale omogeneo composto da un rettangolo ¢ un triangolo rettangolo isoscele
come in figura, si determini:

1} T baricentro
2) La matrice d’inerzia relativa To relativa al punto O
3) I momenti principali d’inerzia mediante la diagonalizzazione della matrice In (6)

F
B C
y AB=BC = AD=OFE =Im,
AO=-DE=2m
D
A
0 E R
X

Esercizio 10.17
Per la trave AB in figura che forma un angolo di 30° con la direzione positiva dell’asse x, soggetta
al carico Fy = 2kg, con AC=CB=1m, e vincolata con tre carrelli di cui quello in A & a scorrimento

orizzontale e quelli in C ¢ B aventi direzione di scorrimento parallela all’asta, si chiede

a) determinare R, e Rymediante il Principio dei Lavori virtuali
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Esercizio 10.18

V]
AB—4m
B c 0OD=2m
E
A Q X

Data la figura forata  (quadrato ABCD — semidisco AED),
1) Verificare, in base a proprieta di simmetria, che la terna Oxyz ¢ principale d’Inerzia.
2) Calcolare il Centro di Massa Py e i momenti principali e centrali d’inerzia usando il terema
di Huygens.
3) Determinare il momento d’inerzia /. = #-fpy ut dove r & la retta per #; e parallela alla
bisettrice del // e /)" quadrante di versore u e fpg & la matrice d’inerzia rispetto alla terna
Pc.\‘g}’.g:o.

Esercizio 10,19

F=3kg, AB=DE=BD=2m,
BC=CD=1m, BE=EC=0,5m

). rs F
B Q D
C

Per I'arco a 3 cerniere in figura, calcolare
1) Le reazioni vincolari Ry e Ry mediante I"uso delle equazioni cardinali della Statica
2) La reazione R, mediante il Principio dei Lavori Virtuali.
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Esercizio 10.20

¥
OB=CB=2m
C

B X

4

Per il triangolo rettangolo isoscele come in [igura

a) Usare la matrice d'inerzia Iy per calcolare il momento di inerzia del triangolo rispetto alla retta
perOeC.

b) Determinare I'angolo di cui ruotare, intorno all'asse z, la terma Oxyz perché diventi principale di
inerzia.

¢) calcolare il momento di inerzia della retta r parallela alla retta per O e C e passante per il vertice
B

Esercizio 10.21
Per la seguente figura forata , triangolo ABC — triangolo DEF,

AB=BC=CA (uriangolo equilaterc)
DE=EF=FD (triangolo equilatero)
h_,.\u('_ =3 hDEl" =3cm

GH=3cm

determinare

1) Il centro di massa
1. I momenti d’inerzia rispetto agli assi principali d’inerzia
2. Il momento d’inerzia rispetto alla retta r, inclinata di 60°, a una distanza dal centro di massa di 3 em.
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Esercizio 10.22

Per il settore circolare di raggi 1= 3 m, 1= 2 m come in figura, determinare

5
¥

NA

1. Il nocciolo d'inerzia
3. Il momento d’inerzia rispetto alla retta s, perpendicolare all’asse x e passante per il punto P con
OP=3m

Esercizio 10,23

Per la figura forata composta dal rettangolo ABCD — il rettangolo EFGH, con AB= 6 m
BC=5m, EF= 5 mFG=3 mAE-= I m

DETERMINARE
1. Il noceiolo d’inerzia
2. Il momento d'inerzia rispetto ad una rella r, passante per D, inclinata di 607 rispetto all’asse x
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Esercizio 10.24

Per la figura forata costituita dal disco esterno di raggio ri=4 m — il disco interno di raggio r;=2 m
disposti come in figura, determinare:

I. La coppia di assi centrali ¢ principali d’inerzia
2. 1l momento d’inerzia rispetlo alla retta s, inclinata di 457 rispetio all’asse x e passanie per il centro di
massa del sislema

Esercizio 10.25
& -
AE-EB-1m , |F|-30kg
v BD =2m

Py

B D RS
S "

a) Per 'arco a 3 cerniere in figura determinare le reazioni vincolari in A, B ¢ in D, mediante ['uso
del Principio dei lavori virtuali
b) Verificare il risultato utilizzando le Equazioni Cardinali della Statica
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Queste Dispense vogliono essere una introduzione allo studio di alcuni argomenti della
Meccanica Razionale, sostanzialmente propedeutici alla Scienza delle Costruzioni e alla
Meccanica Applicata, quali la Statica e la Cinematica de1 Corpi Rigidi e la Geometria delle
Masse. Esse si propongono di familiarizzare lo studente di Ingegneria con I"uso di modelli
fisico matematici quali strumenti di studio di problemi reali. Utilizzato per un corso di soli
6 CFU, il testo ¢ corredato da ampi richiami a nozioni di Analisi Matematica ¢ Geometria
oltre che da numerosi esercizi svolti utili per una corretta comprensione della teoria.
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